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0 Introduccion

Este curso trata de la estructura del espacio y el tiempo con el objetivo final de entender las
teorias de la gravedad y la materia relativistica. Conectaremos estas dos teorias usando las
famosas ecuaciones de Einstein y mostraremos como estéan relacionadas con la curvatura del
espaciotiempo. Esto forma en conjunto una introduccién inicial a la relatividad general.

Con objeto de estar en disposicion incluso de afrontar este tema, tenemos que construir
nuestro entendimiento de la nocién de espaciotiempo. Es importante que tengamos una
comprension rigurosa de lo que en realidad es el espaciotiempo y no simplemente decir que
‘es el espacio y el tiempo puestos juntos’. En su lugar deberfamos construirlo hasta el punto
en que podamos entender la siguiente declaracion:

El espaciotiempo es una variedad ("manifold") topologica 4-dimensional con un atlas
suave que conlleva una conexién libre de torsién compatible con una métrica
Lorentziana y una orientaciéon al tiempo.

Ahora bien, seria sorprendente que el lector estuviese completamente familiarizado con
el significado de esta sentencia. La primera parte de esta serie de sesiones estd dedicada
basicamente a clarificar/definir lo que significan los términos de arriba. El descargo de re-
sponsabilidad ("disclaimer") que conlleva esto es que la primera parte de este curso sera de
fuerte contenido matematico y no siempre quedaré inmediatamente claro que lo que estamos
explicando nos conduzca a la comprension de la gravedad y la materia. El Dr. Schuller despl-
iega un gran trabajo intentando mantener nuestra mentes en linea con lo que esta haciendo,
sin embargo, en caso de perder el hilo de como todo se va ensamblando, mi consejo es que
tengamos confianza en que asi serd y centrarnos en entender todo el contenido del curso, ya
que este entendimiento serd vital méas adelante .

A modo de breve descripcién de como vamos a construir y comprender esta declaracion,
la tabla a continuaciéon nos indica qué sesiones ("lectures") abordardn qué partes de la
declaracion:
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Términos Sesion
Topologico 1
Variedad 4-Dimensional 2
Atlas suave 4
Conexion 7
Libre de Torsién 8
Métrica Lorentziana 10
Orientacién al Tiempo 13
Ecuaciones de Einstein 15

El resto del curso estara dedicado a tratar sobre la interaccién entre la materia y la
gravedad y a tratar de objetos tales como los agujeros negros.

Existen también tutoriales sobre el curso, que pondré al final de las notas, para no in-
terrumpir el flujo de las mismas. Es muy recomendable que el lector estudie estos tutoriales
después de la sesion ("lecture") correspondiente.

También he incluido ejercicios en las sesiones para que el lector tenga la oportunidad de
comprobar que entiende lo que se esta explicando. Algunos de ellos ya se dan resueltos en
las clases, por lo que pueden servir de comprobacién. Lo he hecho sblo en los casos en que
la demostracion era sencilla. Otros ejercicios estan basados en comentarios hechos por el Dr
Schuller durante las clases. Igualmente estos ejercicios son de mi propia invencién. Le animo
al lector a intentarlos todos, y en caso de quedarse atascado, si me envia un e-mail trataré de
responderle con alguna pista adicional y/o las soluciones.

Todos los diagramas de estas notas han sido dibujados por mi en Tikz, y si alguien esta
interesado en usarlos puede enviarme un e-mail. Alternativamente, el codigo para estas notas
esté disponible via my GitHub.


https://github.com/RichieDadhley

1 Topologia

1.1 Topologia

A su maés basto nivel, el espaciotiempo es s6lo un conjunto. En otras palabras, el espaciotiempo
es justo una coleccién de puntos, conocida como los elementos de un conjunto.! Sin embargo,
esta definicién no es suficiente ni para tratar de las nociones mas sencillas que explicamos en
fisica clasica, a saber continuidad de mapas. Es importante poder hablar de ello y requerir
la continuidad de mapas ya que el movimiento de una particula es dado por un mapa, y esta
claro que queremos que el mapa sea continuo. Es decir, no queremos que el movimiento de
una particula ’salte’ de repente de una punto a otro:

e

Por eso necesitamos introducir en nuestro conjunto ("set") una nueva estructura que nos
permita poder hablar de continuidad. Hay muchas cosas que podriamos introducir para hacer
esto, sin embargo tenemos que tener cuidado; no queremos empezar anadiendo propiedades
adicionales a nuestro conjunto que més adelante nos van a molestar. Queremos usar la
estructura mds débil que podamos. Y qué es esto? Afortunadamente la respuesta ya es
conocida: es la llamada topologia.

Definiciéon (Conjunto Potencia). El conjunto potencia P(S) (Power Set) de un conjunto
S es el conjunto de todos los subconjuntos de S.

Definiciéon (Topologia). Sea M un conjunto. Una topologia O en M es un subconjunto
O C P(M) que cumple:

i) e Oy MeO.
(i) Dado U,V € O entonces UNV € O.
(iii) Sea A un conjunto de indices arbitrario. Dado U, € O entonces J,c 4 Uq € O.

Observacion 1.1.1. las condiciones (ii) y (iii) parecen enganosamente similares, pero hay una
diferencia importante. La condiciéon (ii) dice que una interseccion finita de elementos esta
todavia en O, mientras que la (iii) dice que una uniéon arbitraria de elementos esta en O.

! Aqui podriamos introducir una breve seccién sobre la teoria de conjuntos. Esta nota es solo para recor-
darme que lo tenga en cuenta.
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Ejemplo 1.1.2. Sea M = {1,2,3}. Entonces podriamos elegir para definir

Or:={0,{1,2,3}}
O, := {0,{1},{2},{1,2,3}}
O3 := {Q)a {1}> {2}7 {3}7 {17 2}’ {17 3}7 {2’3}7 {17 2, 3}}

La pregunta es, cudles son topologias en M? Una rapida comprobacién muestra que Q7 y O3
si son, pero Oy no lo es ya que {1} U {2} = {1,2} ¢ Os.

Entonces vemos que, dado el conjunto M es mas bien fécil calcular si algo es topologia
(aunque quiza un poco aburrido). Lo que no conocemos es la forma de M, aun asi podemos
definir las topologias especificas? La respuesta es si y el ejemplo nos lo muestra.

Definicion (Topologia cadtica). Sea M un conjunto. La topologia cadtica en M se define
como

Ocaética = {®> M}

Definiciéon (Topologia discreta). Sea M un conjunto. la topologia discreta en M se define
como

Odiscreta = P(M)

Asi en el Ejemplo 1.1.2, Oy es la topologia cadtica y Os la discreta. Sin embargo, ambas la
topologia cadtica y a discreta son absolutamente inttiles, son simplemente los casos extremos
de topologias con la minima cantidad y la méxima de elementos, respectivamente . Sin
embargo, en R? = {(p1,...,pq)|p; € R} hay una topologia muy importante que usaremos en
estas notas.

Definiciéon (Topologia estandar en RY). Sea M = R?. La topologia estandar en M se define
como

O, ={U € P(RY)|V¥p € U3r eR" : B.(p) C U},

donde
d

>t <)

Br(p) = { (1, 00) € R
=1

se denomina una soft-ball (bola suave) de radio r alrededor de p, también conocida como la
vecindad de p con radio r.

Demostrar que la topologia estdndar es de hecho una topologia, es decir mostrar que
cumple las condiciones (i),(ii) y (iii).

Observacion 1.1.8. Los familiarizados con las estructuras de espacios vectoriales y con espa-
cios normados, pueden estar tentados de decir ’Ah! la " "soft-ball” es justamente la norma
euclidea. Sin embargo, la definicién anterior no necesita una estructura completa de espacio
vectorial (que una norma si necesita) para que se mantenga. Todo lo que necesitamos es que
sabemos lo que (g; — p;)? significa.
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Definicion (Espacio topolégico). Sea M un conjunto y sea O una topologia en M. Al
doblete (M, O) lo llamamos un espacio topolégico.

Observacion 1.1.4. En estas notas si hablamos de R? como un espacio topologico (por ejemplo
cuando decimos que un mapa es continuo , ver abajo); si no se dota de una topologia especifica
asumiremos que lo equipamos con la topologia estandar.

Observacion 1.1.5. En este curso de conferencias puede que no siempre escribamos una topologia
y simplemente llamemos M a una variedad topologica ("manifold"). Obviamente si decimos
eso, siempre hay un O invisible recordandolo, s6lo queremos ahorrar en texto . Sin embargo,
debemos tratar siempre de ser explicitos para evitar confusiones.

Intuitivamente podemos pensar en la topologia estandar en R¢ como formas que no in-
cluyen sus limites y la "soft-ball” como un circulo % de radio r que no contiene el perimetro.
Con esta intuicion vemos facilmente la extension de la topologia estandar a las topologias
generales: son los conjuntos de los conjuntos abiertos dentro de ese conjunto. De hecho fun-
ciona también en el sentido inverso, usamos una topologia para definir lo que entendemos por
un conjunto abierto.

Definiciéon (Conjunto abierto ("Open set”)). Sea (M, Q) un espacio topolégico. Llamamos
a U C M un conjunto abierto si y s6lo si U € O.

Definiciéon (Conjunto cerrado ("Close set")). Sea (M, Q) un espacio topologico. Llamamos
a V C M un conjunto cerrado siy solo si M\ V € O, donde M \ V es conocido como el
complemento de V.

Observacion 1.1.6. Puede haber tendencia a pensar que un conjunto cerrado es un conjunto
que no es abierto.Sin embargo, esto no es cierto. De hecho un conjunto puede ser

(i) Abierto y o cerrado, p.ej. (0,1) in (R, Oy),

)
(ii) No abierto y cerrado, p.ej. [0,1] in (R, Oy),
(iii) Abierto y cerrado, p.ej. () en cualquier espacio topologico,
)

(iv) No abierto y no cerrado, p.ej. [0,1) in (R, Os).

Mostrar que los ejemplos dados arriba son correctos.

1.2 Mapas continuos

Recordemos primero la terminologia/notaciéon de un mapa . Decimos que f es un mapa desde
un conjunto M, conocido como el dominio, a otro conjunto N, conocido como el objetivo, y
lo escribimos como f : M — N. Decimos que el elemento m € M es mapeado a n € N,
lo cual escribimos como f : m — n. Un mapa llevara cada elemento de su dominio a algin

2En R? al menos. En valores mayores de d se toma simplemente el dimensional equivalente a un circulo,
por €j., una bola en 3D.
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elemento en su objetivo. Es posible que dos elementos del dominio sean mapeados al mismo
elemento del objetivo y no se requiere que cada elemento del objetivo sea alcanzado. Basado
en esto tenemos las siguientes definiciones.

Definicion (Mapa inyectivo). Se dice que un mapa f : M — A es injectivo si es uno-a-uno
(one-to-one). Es decir

f(ml) = f(m2) < M1 = Mmoo le,TTLQ e M.

Definiciéon (Mapa suryectivo). Se dice que un mapa f : M — N es surjectivo si es alcan-
zado cada elemento del objetivo. Es decir

VneN 3dImeM: f(m)=n.

Definicion (Mapa biyectivo). Un mapa f : M — A es denominado bijectivo si es a la vez
injectivo y surjectivo.

La respuesta a si un mapa f : M — N es continuo depende, por definicion, en la elecciéon
de las topologias escogidas en los conjuntos M y N.

Definicion (Mapa continuo). Sean (M,Ox) v (N, Ox) espacios topologicos. Un mapa
f: M — N es denominado continuo con respecto a O and Oy si 'y s6lo si

YV € Oy, preim (V) € O,

donde
preim (V) := {m € M| f(m) € V}.

Es decir "las preimagenes de conjuntos abiertos en N son abiertas en M".

Observacion 1.2.1. Notese que la preimagen de un mapa f no es lo mismo que su inverso.
Por ejemplo, no podemos definir un inverso para un mapa no inyectivo; si dos elementos en el
mapa dominio van al mismo elemento en el mapa objetivo, no hay manera clara para decidir
qué elemento obtenemos bajo el mapa inverso. Sin embargo en ese caso la preimagen es la
coleccién de ambos puntos. O sea que la continuidad no requiere que el mapa sea inyectivo.
Notese igualmente que la sobreyectividad no es requerida ya que cualquier elemento que no
haya sido alcanzado tiene preimagen () € O 4.

Observacion 1.2.2. Notar que si elegimos la topologia en M como topologia discreta entonces
cada mapa f : M — N es continuo. Esto puede verse facilmente porque la preimagen de
cualquier conjunto en O es o bien un subconjunto de M o es el conjunto vacio ( "empty
set"), y ambos estan en la topologia discreta en M.

Definicién (Homeomorfismo). Sea f : M — N un mapa biyectivo. Se dice entonces que el
mapa es un homeomorfismo si ambos f y su inversa f~! son continuos. Son los mapas de
topologia que preservan la estructura ("structure-preserving”)>.

3En otras palabras, son los isomorfismos topologicos
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Ejemplo 1.2.8. Sea M =N = {1,2} y sea fM — N dado por
f=2 vy f@=L
Ahora definimos
On:={0,{1},{2},{1,2}}, v On:={0,{1,2}}.

(a) Para comprobar si f es continuo con respecto a O y Opr necesitamos comprobar que
las preimagenes de conjuntos abiertos en N son conjuntos abiertos en M.

preim () =0 € O,
preimf({1,2}) =M e Op,

y entonces f es continua.

(b) Veamos con respecto al mapa inverso f~1 : N'— M. En efecto cumple

=2 vy =1

sin embargo tenemos

preimy ({1} = {2}, v preimp({2}) = {1},

ninguno de los cuales estd en Oy, por lo que este mapa no es continuo.

1.3 Composicion de Mapas Continuos

Definiciéon (Composicion de mapas). Dados dos mapas f: M — N y g : N — P, podemos
definir su composiciéon como un nuevo mapa

gof: M—=P
donde (g o f)(m) := g(f(m))

Teorema 1.3.1. Sea f : M — N y g : N — P dos mapas continuos con respecto a las
topologias relevantes. Entonces el mapa de composicion go f : M — P también es continuo.

Proof. Sea V€ Op. Ahora tenemos
preimy, (V) i= {m € M| (g f)(m) € V}
= {m € M| f(m) € preim (V) € Onr}
= preim; (preimg(v)) € O,

donde la segunda linea proviene de la continuidad de g y la dltima linea de la continuidad de

I O

Mostrar que el Teorema 1.3.1 abarca la composiciéon de ntimero arbitrario de mapas
continuos .
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1.4 Heredando una Topologia

Asi pues, ya sabemos cémo definir una topologia en un conjunto M. Ahora hacemos esta
pregunta: dado otro conjunto S, es posible usar la topologia en M para definir una en S7
La respuesta obviamente es si* y es conocida como topologia heredada ("inherited topology").
El como hacerlo obviamente depende de la situaciéon. La forma de hacerlo que es importante
para la fisica del espaciotiempo es la siguiente:

Definicion. Sea (M, Opq) un espacio topologico y sea S C M. Definimos la topologia del
subconjunto como

Ols = {UNS|U € Opn.

Proof. queremos probar que la topologia subconjunto es de hecho una topologia , es decir,
tenemos que comprobar que cumple las tres condiciones.

(i) tenemos ) =0NSy O € Op que nos dice que ) € Olg. Igualmente tenemos S = M NS
y M € Opq y entonces S € Og.

(ii) Sea A, B € Olg, entonces sabemos que existe g, Be O tal que A = ANS yB= BNS.
De lo cual tenemos que AN B = (ANS)N(BNS)=(ANB)NS. Finalmente usando
AN B € Op tenemos AN B € O|g.

(i) Sea U, € O|g, que nos indica que existe Uy, € Opm tal que U, = Uy NS. Como

arriba esto nos dice que (J,c 4 Ua = (UaeA Ua) NS donde A es un indice arbitrario de

conjunto. Finalmente usando (J e 4 Ua € Op obtenemos (Jyey Ua € Ols.
O

Podriamos preguntarnos por qué elegiriamos definir un mapa como ese en la tierra; la
respuesta tiene que ver con la continuidad de mapas.

Afirmacion 1.4.1. Supongamos que tenemos un mapa continuo f : M — A entre los espacios
topologicos (M, On) v (N,Oxn). Entonces, si tenemos un subconjunto S C M que lo
convertimos en espacio topologico con la topologia subconjunto (S, O|g), tenemos garantizado
que el mapa restringido f|s : S — A es también continuo con respecto a O|s y Opr.

Comprobar la Afirmacion 1.4.1.

4De lo contrario el titulo de esta seccién pareceria tonto.



2 Variedades topologicas (Topolog-
ical Manifolds)

Es un hecho de vida' que existen tantos espacios topologicos diferentes que los mateméaticos
ni siquiera pueden clasificarlos?. En otras palabras, no existe un conjunto tal de nociones
topologicas conocidas que nos permitan averiguar si dos espacios son homeomorfos simple-
mente ‘'marcando’ si dos espacios tienen o no esas nociones.

Para la fisica clasica del espaciotiempo®, nos podemos centrar en espacios topoldgicos
(M, Oxq) que pueden ser charted ("Cartografiados”), de forma anéloga a cémo la superficie
de la tierra es cartografiada en un atlas.

2.1 Variedades topologicas

Definicién. Designemos como U, un vecindario abierto que contiene el punto p en un espacio
topologico. Un espacio topologico (M, O) es denominado una variedad topolégica d-
dimensional si

VpeM3IU, €O : 3x:U, — 2(U,) CR?
tal que
(i) x es invertible: z71 : z(U,) — Up,

(ii) x es continuo,*

1

(iii) == es continuo.

Observacion 2.1.1. Nota, por la requerida continuidad de = y su inversa, vemos que la imagen
x(U,) debe ser abierta con respecto a la topologia estandar en R%.

Ejemplo 2.1.2. Sea M la superficie de un toro. Esto es un subconjunto de R®, y por lo
tanto podemos heredar la topologia subconjunto ("subset topology"”) a partir de la topologia
estandar en R?. Esto es un ejemplo de una variedad topologica 2-dimensional. Podemos verlo
tomando un vecindario abierto en el toro, que es precisamente una forma cerrada sin limites
en la superficie, y mapeamos todos sus puntos a un conjunto abierto en R? (ver diagrama a
continuacion). Pensando y trabajando un poco podemos convencernos de que este mapa seré

10 de matematicas, para no ser tan dramatico.

2En el sentido en que se pueden clasificar todos los grupos Lie.

3Como en la mecénica no cuantica. Obviamente estamos hablando de fisica relativistica.
4Usamos la topologia estandar en R?.
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inyectivo (y por lo tanto invertible), el mapa inverso es sobreyectivo (de manera que todo el
toro se mapee) y continuo en ambas direcciones.

Esta es exactamente la misma idea que cuando cartografiamos la superficie de la tierra para
hacer mapas de carreteras y atlas.

Observacion 2.1.8. Podria pensarse que una variedad topologica es homeomorfa ° a R? dada
la explicacion en el ejemplo previo. Sin embargo, esto no es cierto porque nuestro mapa
es sobreyectivo a un subconjunto de R%, no al conjunto completo. Por tanto la declaracion
correcta es que una variedad topologica es homeomorfa a algtn subconjunto particular de R?.

Es importante notar que los valores en la carta o mapa (chart) (es decir, las coordenadas
en R? arriba) no tienen ningtn significado fisico en absoluto. Simplemente sirven como una
forma de comparar las posiciones de las cosas en el mundo real. El significado fisico esté en
la superficie del toro. Para clarificar, si la base de la torre Eiffel estuviese en el punto p € M
y lo hemos mapeado, digamos, a las coordenadas (z1(p), z2(p)) = (1,2), los valores 1 y 2 no
significan nada fisico, simplemente nos dicen en este mapa que la posicién de la base de la
torre Eiffel es (1,2). Por supuesto, si cogiéramos un mapa diferente (por ejemplo, rotando
nuestro mapa 90 grados) estas coordenadas cambiarian a un nuevo valor, sin embargo la torre
Eiffel no se veria an absoluto afectada por esto.

Ejemplo 2.1.4. Sea M un lazo de alambre. Imaginamos de nuevo que estd en R3 y que
hereda la topologia subconjunto a partir de la topologia estandar. Siguiendo la misma idea
del ejemplo anterior, vemos que es una variedad topoldgica 1-dimensional.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos ahora el siguiente diagrama

®Es decir, existe un mapa biyectivo que es continuo y también el inverso.
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M

De nuevo es claramente un subconjunto de R3 (o incluso R? si lo vemos como plano en la
pagina) y por tanto podemos heredar una topologia en él. Sin embargo este espacio topologico
no es una variedad topologica debido al punto de bifurcaciéon. Este punto nos impide definirlo
como un mapa/ carta invertible en ambos sentidos..

Terminologia. e El par (U, x) es denominado un grafico ("chart") of (M,O).

e El conjunto A = {(U(a), T(a)) | @ € A}, para un indice arbitrario conjunto A, es llamado
un atlas de (M, 0) si Jyeq Ua) = M.

e :U — 2(U) C RY es llamado un mapa grafico o mapa carta (chart map) definido
;-ésima,

por z(p) = (z(p),...,z%(p)), donde 2(p) es la i coordenada de p con respecto al
grafico o carta elegido (U, x).

e ' : U — R son llamados los mapas coordenados.
Definicion (Atlas Maximo (Mazimal Atlas). Al atlas que contiene todos las cartas posibles

para una variedad topoldgica se le llama atlas maximo.

2.2 Mapas de transicién de cartas (Chart Transition Maps)

Como lo sugiere el nombre, un mapa de transiciéon de cartas (usaremos este término en
adelante) es algo dependiente de una carta y por lo tanto no tiene ningun significado fisico. Si
embargo son sumamente utiles (especialmente para los fisicos) y por eso los vamos a estudiar.

Imaginemos dos cartas (U,z) y (V,y) para el mismo espacio topolégico (M, Q) con re-
giones solapadas, es decir U NV # (). Un punto en esta region solapada puede ser ma-
peado por ambas (funciones) = e y a sus respectivos parches de R?. Podemos ir entre estas
dos cartas representativas del punto usando los mapas de transicion de cartas. Por
ejemplo, si queremos ir de la carta (U,z) a (V,y) usamos el mapa de transicion de cartas
(yozx ) :zx(UNV) = yUNV) (Figura 2.1).

Podemos dibujar esta idea en términos de mapas como sigue:

unv
/ *
z(UNV) y(unv)
your™!

Informalmente, los mapas de transicién de cartas contienen la informacién relativa a cémo
‘pegar juntas’ las paginas de un atlas. Es decir, dadas 10 paginas de un atlas, cada una de
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Figura 2.1: Representaciones de las cartas (U,z) y (V,y) con un solape no-vacio. La
region de solape (sombreada) U NV estd mapeada por ambas x y y a sus respectivas
representaciones. Un mapa se transicion de cartas y oz~ puede ser usado para mapear
la region de solape desde una representacion a la otra. El mapa de transicion de cartas
es continuo ya que es la composicion de dos mapas continuos.

las cuales solapa con las otras dos, los mapas de transicién de cartas nos dicen en qué orden
hay que ponerlas juntas de manera a obtener el orden geografico correcto®.

2.3 Filosofia de las variedades

A menudo es deseable (o de hecho la tnica manera) para definir propiedades (p.ej. con-
tinuidad) de objetos reales (p.ej. la curva v : R — M) juzgando las condiciones adecuadas,
hacerlo no en el propio objeto del mundo real sino en una carta representativa/ imagen de ese
objeto del mundo real. La ventaja principal de hacer esto es que podemos usar el "analisis de
pregrado" (undergraduate analysis) (Nota del traductor: usaremos el término "pregrado” para
referirnos al nivel de estudios de los primeros cursos de grado) para estudiar esas propiedades.
Por ejemplo, si v : R = M es la trayectoria de una particula en el mundo real, podemos
averiguar si el camino es continuo preguntando si el mapa compuesto (z o) : R — R?% es
continuo, usando el concepto de pregrado de continuidad de ese mapa.

Veremos, sin embargo, que debemos tener cuidado al hacer esto. S6lo porque un objeto
del mundo real tenga un cierto comportamiento pregrado en cierta carta, no quiere decir que

5Mediante lo cual obviamente queremos decir que la pagina 3 sigue a la pagina 2 de la misma manera que
la pagina 2 sigue a la pagina 1.
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el objeto del mundo real también lo tiene. Lo que en realidad necesitamos es que podamos
formar un atlas tal que en cada carta la representacion del objeto tenga la propiedad deseada.
Veremos en la proxima sesion (lecture), que esto puede ser imaginado como la idea que quere-
mos: que los mapas de transicién de cartas tengan también la deseada propiedad pregrado, y
que esa idea se mantenga bajo la composicién de cartas. Lo que estamos diciendo aqui es que
la propiedad del objeto del mundo real no puede depender de como lo imaginemos dibujado
en una hoja de papel. Es una propiedad independiente de la carta ("chart").

Ejercicio

Mostrar que el concepto sacado de continuidad pregrado corresponde a la definicién
dada antes de un mapa continuo. Es decir, si v : R =& M es un camino en nuestra
variedad, mostrar que si sabemos que todos los mapas representativos de cartas (zo7) :
R — R? son continuos pregrado (undergraduate continuous), podemos concluir que la
imagen de conjuntos abiertos en M bajo v son conjuntos abiertos en R.

Pista: UsarTeorema 1.3.1 junto con la definicion de una variedad topoldgica.




3 Algebra Multilineal

El algebra multilineal, como su nombre indica, no es mas que una extensiéon del algebra lin-
eal. Al estudiar algebra lineal, invariablemente se estudian estructuras de espacios vectoriales.
Queremos enfatizar que no equiparemos espaciotiempo con una estructura de espacio vecto-
rial. Decir esto puede parecer extrafio, pero en tal caso preguntémonos: "dénde esta 5xParis?"
o "donde se encuentra Paris + Viena?" Sin embargo, los llamados espacios tangentes T, M a
variedades suaves' llevard una estructura de espacio vectorial natural.

Estudiar espacios vectoriales de forma abstracta es beneficioso por dos razones

(i) Para la construccion de T, M, se necesita un espacio vectorial intermedio C*°(M), y

(ii) Las técnicas de Tensores se entienden mucho mejor en un entorno abstracto.

3.1 Espacios vectoriales

Para definir un espacio vectorial, primero tenemos que estar seguros de que sabemos lo que
es un campo (field).?

Definiciéon (Grupo Abeliano). Sea K un conjunto y sea @ : K — K. El doblete (K, ) es un
Grupo Abeliano Abelian Group (o conmutativo) si se satisfacen los siguientes axiomas

(i) Conmutativo; aeb="bea,

(iii) Elemento neutro; 30 € K tal que ae 0 =0ea = a,

1
i 1 -1

)

(ii) Asociativo; (aeb)ec=ae (bec),
)

(iv) Inverso; 3a=! € K tal queaea ' =a tea=0.

Ejemplo 3.1.1. Los ntimeros reales equipados con adicién forman un grupo Abeliano. Sin
embargo, los niimeros reales no forman un grupo Abeliano cuando estan equipados con mul-
tiplicacion. Esto es porque el elemento neutro es claramente 1 € R, pero 0 € R y no existe
acRtalqueax0=1.2

Definicién (Campo). Un campo es una tripleta (F,+,-) donde

LEl significado estricto de estos términos se explicara en el curso.

?Hay mucha mas informacién sobre este tema en la Sesion del Dr Schuller sobre Anatomia Geométrica de
Fisica Teorica.

3Infinito no se cuenta como un elemento bien definido de los reales.

14
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e F es un conjunto, y
e +. -:F xF — F son mapas.
Deben satisfacer los siguientes axiomas
(i) (F,4) es un grupo Abeliano.
(ii) (F*,-) es un grupo Abeliano, donde F* = F \ {0}.
(iii) Distributivo; Va,b,c € Fa-(b+c¢)=a-b+a-c.

Observacion 3.1.2. Si no exigimos la condiciéon (ii) de arriba, pero en su lugar requerimos
solo la condicion asociativa, a - (b-¢) = (a-b) - ¢, entonces obtenemos un concepto mas
débil llamado anillo (ring). Si requerimos también la existencia de un elemento neutro 1 €
F obtenemos entonces un anillo unitario (unital ring). De forma similar, si requerimos la
condiciéon conmutativa obtenemos un anillo conmutativo. Veremos mas adelante en el curso
el uso de los anillos (principio de la sesion 6).

Definiciéon (F-Espacio Vectorial). Un F-espacio vectorial es la tripleta (V, +,+) donde
e I/ es un conjunto,
e + es el mapa de adicion, +: V xV =V, y
e - es el mapa s-multiplicacién , - : F xV — V,

satisfaciendo, para todo v,w,u € V and a,b € F

(i) Conmutativo con respecto a +; v+ w = w + v,
Asociativo con respecto a +; (v +w) +u = v+ (w + u),
Hay un elemento neutro con respecto a +; Je € V tal que v +e = v,

Hay un elemento inverso con respecto a +; v € V tal que v +v=v+ v =e.

Distributivo 1; (a +b) v =a-v+b- v,

)
)
)
(v) Asociativo con respecto a -; a- (b-v) = (a-b) - v,
)
) Distributivo 2; a- (v 4+ w) =a-v+a- w,

)

Unitario con respectoa -; 1-v = w.

En estas notas sblo consideramos espacios vectoriales R, y as{ mismo la mayoria de las
definiciones que siguen usardn R como el campo. Obviamente podriamos extender estas
definiciones a espacios vectoriales F generales.

Observacion 3.1.8. En realidad debemos tener cuidado en la definicién anterior cuando es-
cribimos + y -. Hay dos clases respecto a estos signos . Una es la +/- que definimos para nue-
stro espacio vectorial, y la otra es la +/- en F. Por ejemplo en (vi) tenemos (a+b)-v = a-v+b-v.
Los signos en negro + aqui son los definidos para el espacio vectorial, mientras que el rojo
es la adicién en F. La misma idea aplica para la condicion (v). Si estuviéramos siendo real-
mente concretos, les darfamos nombres diferentes, sin embargo simplemente asumiremos que
lo podemos resolver en razoén del contexto (es decir, ambos a y b son nimeros reales por lo
que a + b es claramente la adicion en F.)
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Observacion 3.1.4. De la misma manera que podemos construir un espacio vectorial F sobre
un campo (F, 4+, -), podemos construir un asi llamado modulo R sobre un anillo (R, +, ). Se
hace exactamente de la misma forma.

Terminologia. Un elemento de un espacio vectorial es a menudo denominado informalmente
un vector.

Enfatizamos la palabra "informalmente" en la terminologia anterior, por la razén que se
demuestra en el préoximo ejemplo.

Ejemplo 3.1.5. Primero definimos el conjunto

N
P = {p: (—1,1) —R ’p(:r) = an$n7 Pn € R}
n=1

Entonces podriamos preguntar si [J : (—1,1) — R definido por (z) = 2 es un vector?

La respuesta es no, por supuesto que'no!” Por qué? Porque ni siquiera tenemos un espacio
vectorial no podemos por tanto tener vectores . Es decir, no hemos definido y una adicion y
una multiplicacién-s para P.
Imaginemos ahora que definimos una adicién y una multiplicaciéon-s puntual, que significa
que
+:(p,a) 2 ptrg

esta definido mediante
(p+pr q)(z) = p(z) +r q(),

y de manera similar para -p : R x V' — R, donde los subscritos indican de qué + estamos
hablando. Si ahora preguntamos si [ es un vector, la respuesta es ‘efectivamente, sil’

El punto en el ejemplo de arriba es demostrar que no podemos simplemente mirar a algo
en si mismo y decidir si es un vector o no, necesitamos saber si hay un espacio subyacente
o no. Esto podria parecer més bien un punto pedante a probar , sin embargo es un punto
importante a destacar porque la gente a menudo pregunta 'qué es un tensor?’ Un tensor es
una extension de un vector? y por eso se definen como elementos de un espacio tensorial, el
cual en si es méas bien un objeto abstracto. Esto conduce a veces a gran confusion en la gente,
sin embargo una vez entendido el punto de arriba, la confusiéon deberia desaparecer.

Probar que (P, +p,-p) tal como se ha definido en el ejemplo de arriba es de hecho un
espacio vectorial, o sea mostrar que cumple los 8 axiomas.

3.2 Mapas lineales

Es un procedimiento estdndar en mateméaticas que, una vez hemos introducido una nueva
estructura en un objeto, se tengan en cuenta los mapas de preservaciéon de la estructura

10 quizas méas correctamente, un vector es un tipo especifico de tensor.



SESION 3. ALGEBRA MULTILINEAL 17

("structure preserving maps"). Es decir los mapas que mapean dos objetos con los mismos
tipos de estructuras, que tienen la propiedad de que la estructura en uno puede ser derivada
de la estructura en el otro. Tales mapas son generalmente conocidos como isomorfismos de la
estructura(s) relevante(s). Ya hemos hecho esto antes al considerar los espacios topologicos:
considerabamos los homeomorfismos entre dos espacios topologicos. Como hemos podido
reconstruir, los mapas preservadores de estructura para los espacios topolégicos son conocidos
como mapas lineales.

Definicion (Mapas lineales). Sean (V,+v,-v) y (W, +w, -w) espacios vectoriales. Entonces
un mapa ¢ : V. — W es denominado lineal si: para todo v,v € V y A € R,

(1) (v +v ) = o) +w p(v), y
(i) oA -vv) =X w p(v).

Ejemplo 3.2.1. Consideremos de nuevo el espacio P tal como lo hemos definido en el Ejem-
plo 3.1.5. Consideremos el mapa 6 : P — P definido por §(p) := p/, o sea el operador
diferencial. Esto es un mapa lineal ya que

Sp+a)=@+q) =p+d =0dp)+(a), v
S(A-p)=-p)=Xx-p =X dp).
Notacion. Escribimos un mapa lineal ¢ : V' — W poniendo una tilde en la flecha, asi ¢ :
VS W

Teorema 3.2.2 (Composicion de mapas lineales). Supongamos que tenemos los siguientes
mapas lineales ¢ : V= W yp : W = U. Entonces el mapa (¢ o @) : V. =5 U también es
lineal.

Probar el Teorema 3.2.2 y mostrar que se mantiene para composiciones arbitrarias.

Ejemplo 3.2.8. Sea § : P = P el mismo mapa anterior. Consideremos ahora el mapa com-
puesto & o §, el operador derivada segunda. Entonces el Teorema 3.2.2 junto con el ejemplo
anterior nos dice que este es también un mapa lineal (§0d) : P = P

3.3 Espacio vectorial de Homomorfismos

Definicién (El Espacio Vectorial de Homomorfismos). Sean (V,+,-) y (W, +,-)° espacios
vectoriales. Podemos definir entonces el conjunto

Hom(V,W) :={¢: V = W}.
Podemos convertirlo en un espacio vectorial definiendo
@ : Hom(V, W) x Hom(V, W) — Hom(V, W)
(0 9) = @Y,

"En adelante quitaremos los subscritos (subindices) en +/- y asumiremos cual es cual basado en el contexto
de la ecuacion.
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donde (¢ ® ¥)(V) = (V) + ¢(V), y de forma similar para la multiplicaciéon-s ® : R X
Hom(V, W) — Hom(V,W). La tripleta (Hom(V,W),®,®) es el espacio vectorial de ho-
momorfismos.

Ejemplo 3.5.1. Usamos de nuevo el conjunto polinomial P. Podemos convertir Hom(P, P) en
un espacio vectorial definiendo &/® como antes. Con lo que obtenemos cosas como

500® (60d) € Hom(P, P),
y entonces una suma de operadores derivativos de diferentes 6rdenes es de nuevo un mapa

lineal del conjunto de polinomios.

3.4 Espacio Vectorial Dual

Definiciéon (Espacio Vectorial Dual). Sea (V,+,-) un espacio vectorial. Definimos el espacio
vectorial dual (a V) (V*,&,®), donde

V* := Hom(V,R) := {p : V = R},
y donde ®/® estan definidos necesariamente.

Terminologia. Al igual que con el vector, un elemento ¢ € V* es denominado informalmente
un covector.

Realmente tenemos que ser atin méas cuidadosos al hablar de covectores; tal como lo hemos
definido un covector es un elemento de un espacio vectorial, pero la terminologia previa nos
dice que eso es un vector. Asi que para llamar a algo covector, no solo necesitamos saber que
el conjunto al que pertenece tiene un espacio vectorial subyacente, tenemos que saber también
que es el dual de otro espacio vectorial, cuyos elementos ya han sido denominados vectores.

Ejemplo 3.4.1. Consideremos un mapa I : P = R, que nos indica que I € P*. Lo definimos
mediante

1
I(p) = /O dz p(z).

o . - 1
Esto nos indica que el operador integracion I := fo dx es un covector.

Probar que I : P =5 R es de hecho lineal.

Teorema 3.4.2. Sea (V,+,-) un espacio vectorial. Si es de dimension finita © entonces el
dual doble es el propio espacio vectorial. Es decir

Vo =V,
cuando dimV < oo.

Observacion 3.4.8. Cuando estudidbamos fisica antes en la escuela realmente nos encontramos
con cantidad de covectores que, en ese tiempo, llamébamos vectores. Obviamente esto era asi
para no tener que introducir la idea de covector. Sin embargo, solo queremos puntualizar que
los covectores no son algo nuevo que no habiamos visto antes.

SEnseguida aclararemos lo que significa la ‘dimensiéon’ de un espacio vectorial.
"Realmente deberiamos usar aqui un simbolo isomorfo, pero en estas notas no lo tendremos en cuenta.



SESION 3. ALGEBRA MULTILINEAL 19

3.5 Tensores

Si consideramos espacios vectoriales de dimension finita, entonces una definicién completa-
mente natural para tensores es la de mapas multilineales.

Definiciéon (Tensor). Sea (V,+,:) un espacio vectorial. Un tensor-(r,s), T, sobre V es un
mapa multilineal

T:V*x..xV'xVx..xVSR

~
r-terms s-terms

Observacion 3.5.1. Otros cambian la definicion de un tensor- (r, s), en el sentido de que r nos
indica cuantos términos V' aparecen en el mapa de arriba y s nos indica cuantos términos V*
aparecen aqui. Es importante, antes de seguir avanzando, estar seguros de la convencién que
estamos usando.

Ejemplo 3.5.2. Sea T un tensor-(1, 1). Esto significa que toma como su argumento un covector
y un vector. La multilinealidad de T indica que: para todo ¢, € V¥ v,w eV y A €R

(Wrw, v) = T( v) +T(,v),
T\ -, v) = AT(p,v),
(%v+w) T(p,v) + T(p,w)
T(p, A-v) = AT (p,v).

Ejemplo 3.5.3. vamos a poner un ejemplo de un tensor usando nuestro espacio polinomial.
El mapa ¢ : P x P = R definido por

1
sp0) = | dep(a)ala)

-1
es un tensor- (0,2) sobre P. Esto es justo el producto interno en los nimeros reales. Asi pues
el producto interno es un tensor-(0,2). Este ejemplo nos servird muy bien para cuando maés
adelante tratemos de las llamadas métricas.

Terminologia. Como hemos definido arriba, el nimero 7 es usualmente conocido como el orden
covariante de Ty s el orden contravariante. Su suma r 4+ s es conocida como el rango de T.

La definiciéon que hemos dado de tensor es solamente una forma de las que podemos ver
definido un tensor. Daremos un par de definiciones mas para facilitar la lectura de otros
textos. Ambas requieren que nuestros espacios vectoriales sean de dimension finita.

Definiciéon (Tensor (via Producto Tensor (Tensor Product))). Sea (V,4,-) un espacio vec-
torial. Un tensor- (r,s) es definido por

T=V®.0VeV*'®..oV*=V® g (V*)®

r-términos s-términos

donde ® es el llamado producto tensor.
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Podriamos dar una definicién estricta de producto tensor, pero, para nuestro proposito,
podemos simplemente verlo de forma que su definicién coincida con la primera definicién
dada. Obsérvese que aqui r y s estan intercambiadas, de manera que tenemos r términos V'
y s términos V*. Ahora, dado que asumimos que nuestro espacio vectorial es de dimension
finita, el Teorema 3.4.2 nos dice que V. = (V*)* y por eso podemos pensar en V como
el conjunto de todos los mapas lineales de V* a R. Por lo tanto tomamos simplemente el
producto tensor para indicar que ‘tenemos r mapas lineales V : V* =5 R y s mapas lineales
V.V SR

Esta definicién es util porque porque nos muestra facilmente como hacer tensores de
ordenes superiores: hacer simplemente el producto tensor con otro tensor. Por ejemplo, si T
es un tensor- (r,s) y S es un tensor-(p, q) entonces T'® S es un tensor-(r + p, s + q).

Hay una tercera manera usual de definir tensores que gusta a mucha gente. Lo veremos
més facil a través de un ejemplo.

Ejemplo 3.5.4. Sea (V,+,-) un espacio vectorial de dimension finita y sea T un tensor-(1,1).
Entonces T" mapea un covector y un vector a un nimero real. Sin embargo, si sélo lo alimen-
tamos con el vector nos quedamos con un mapa lineal de V* a R. Esto es, por definicion,
un elemento de (V*)*, pero debido a que nuestro espacio vectorial es de dimension finita,
Teorema 3.4.2 nos dice que (V*)* = V. Podemos por tanto definir el mapa ¢ : V =+ V por
¢(v) = T(e,v), donde o indica una ranura vacia (empty slot). Es por esta razon por la cual la
gente se refiere al tensor- (1, 1)como un mapa lineal que lleva un vector a un vector. Se usan
términos similares para tensores de orden superior.

Observacion 3.5.5. Personalmente,” no soy un fan de hablar en absoluto de tensores-(r, s).
La razén es que la notaciéon es muy engafnosa ya que falla al no tener en cuenta el orden de
los espacios vectoriales en el producto cartesiano. Para aclarar lo que quiero decir, estos dos
espacios con sus correspondientes conjuntos

VxV*={(v,0)|lveVyveV*}
VixV:={(v,v)|veV yveV}

no son lo mismo. La adicién en los dos espacios separadamente dice ‘sumemos dos elementos
en cuanto a la entrada. Asi pues, las primeras entradas son sumadas juntas y las segundas
entradas son sumadas juntas.” Entonces, evidentemente, no podemos anadir un elemento del
primero a un elemento del altimo porque el orden de las entradas estd cambiado. La tnica
forma en que podriamos hacer la adicion seria redefinir el concepto de adicién para tener esto
en cuenta.

Sin embargo, la gente llamaria un tensor-(1,1) a un mapa lineal de cualquiera de estos
espacios , pero un tensor se puede convertir en un espacio tensorial (como lo haremos en-
seguida) y asi podriamos anadir elementos juntos en este conjunto, dada cierta regla. Sin
embargo, acabamos de establecer que no hay una regla consistente para hacer esto.

En el lenguaje de la segunda definicion de un tensor-(r, s), el problema tiene relaciéon con el
hecho de que no se puede comparar simplemente VW y W ® V para dos espacios generales.
Es decir, son espacios completamente diferentes y no necesitan estar relacionados con ningtin
tipo de propiedad de simetria.

8Como yo, Richie.
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Este es un problema sobre el que raramente se llama la atencién en los libros de texto,’
ya que los dos espacios son claramente isomorfos (lo tinico que hacemos es cambiar el orden
de las entradas) pero creo que es un punto importante a resaltar.'’ Creo por lo tanto que lo
mejor es simplemente dar la forma explicita a un tensor en términos de su matriz de producto
tensorial, ya que asi no puede haber confusién. Sin embargo, esto no es lo que el Dr Schuller
hace en su curso y por lo tanto no lo haré en el resto de estas Notas.

3.6 Vectores y Covectores como Tensores

Corolario 3.6.1. Un covector ¢ € V*, 0 sea ¢ : V"3 R, es un tensor-(0,1).

Corolario 3.6.2. Para un espacio vectorial de dimension finita, un vector v € V es un
tensor-(1,0).

3.7 Bases

Hasta ahora hemos hablado de vectores sin mencionar en absoluto ningin nimero para ellos.
Es decir, en ningtin momento hemos dicho el vector (1,2) € R? o algo asi. Incluso para hacer
tal declaracion, necesitamos introducir una base, que nos diga lo que significan las entradas,
para nuestro espacio vectorial. Por ejemplo, (1,2) € R? podria significar ‘ir 1 unidad a lo
largo del eje-z y a lo largo del eje-y 2 unidades’, en cuyo caso x e y son nuestra eleccién de
bases. Ahora, obviamente, esta no es la tnica eleccién de bases para R?, es simplemente una
de las muchas innumerables. Hacer esta eleccién a menudo nos permite progresar firmemente
con el problema que nos ocupa, sin embargo tenemos que ser conscientes del hecho de que
se hizo una eleccion y que cualquier cosa derivada del uso de esa eleccién podria depender
completamente de esa eleccién, con lo que queremos decir que el resultado podria ser diferente
si la eleccion hubiese sido diferente. Si queremos asignar el resultado de nuestro calculo como
una propiedad del vector en si (p.ej. su longitud) necesitamos mostrar que el resultado es
independiente de la base. Por lo tanto es mejor intentar evitar todas las bases y usarlas s6lo
cuando sea necesario .

Como ya hemos dicho, usar una base puede puede a menudo simplificar mucho un célculo
y asi, con el comentario de arriba in mente, procederemos ahora al estudio de las bases.

Definiciéon (Bases para el espacio Vectorial). Sea (V,+, ) un espacio vectorial. Un subcon-
junto B C V es denominado una base (Hamel)!! si

Yo € V, 3! finito F = {f1, ... fa} C B : vy, ...,v, €ER : v =0l fi + ... + 0" fp.

Esta no es la inica manera de definir una base-(Hamel) y de hecho no es la mas util para
los calculos. En su lugar damos la siguiente definicién

Definiciéon (Base para un Espacio Vectorial (independencia lineal)). Sea (V, +, ) un espacio
vectorial. Un subconjunto B = {ey,...,eq} C V es denominado una base si

9A] menos en los que yo he leido.

0Una actitud recibida de de mi profesor en la universidad, que sefial6 todo esto.

1Como opuesto a una base-Schauder. Para mas informacion véase el curso Quantum Theory del Dr.
Schuller.
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(i) La base se extiende sobre/genera ("spans/generates”) V'; o sea cualquier v € V puede
ser escrito como una combinacion lineal de elementos base, y

(ii) Los elementos bases son linealmente independientes; o sea

d
d Neg=0 = N=0 Vie{l,.d}.
=1

Definiciéon (Dimension del Espacio Vectorial). Si existe una base B C V para un espacio
vectorial (V,+,-) con un nimero finito de elementos, digamos muchos d, entonces llamamos
a d la dimensién del espacio vectorial, indicada como dim V' = d.

Afirmacion 3.7.1. Afirmamos que la dimensién de un espacio vectorial esté bien definida. Es
decir que cada base de V tendréa d elementos.

Notese que la definicién de arriba vale para espacios vectoriales tanto de dimensién finita
como infinita, porque no requerimos d < oco. Sin embargo, en adelante en estas notas asumire-
mos que siempre tratamos con espacios vectoriales de dimension finita, salvo especificacion
en contrario.

Observacion 3.7.2. Sea (V,+,-) un espacio vectorial. Entonces una vez elegida una base
{e1,...,en}, podemos asociar de forma tunica

v (vl "),
llamados los componentes de v con respecto a la base elegida, de forma que v = v'e;+...0%e,,.

Por supuesto, dado un espacio vectorial (V,+,+) y su espacio dual (V*,+,-), podemos
elegir una base en cada espacio completamente independientes una de la otra. Sin embargo,
hay una forma muy bonita, e increiblemente 1til, mediante la cual podemos relacionar estas
bases.

Definiciéon (Base Dual). Sea (V, +, ) un espacio vectorial y sea {ej, ..., e, } una base en dicho
espacio. Definimos la base dual del espacio dual (V*,+,-) como {e!, ..., "} que cumple

0 en otro caso.

Probar que la restriccion anterior define de forma tnica los elementos {¢’,...,e"} y
muestra que de hecho forman una base para (V*, +,-).
Ayuda: Usar la linealidad de los elementos p € V*.

Ejemplo 3.7.3. Sea el conjunto N = 3 en nuestro espacio polinomial (es decir el orden mas
alto esta al cubo). Entonces el conjunto {eg,e1,e2,e3}'? es una base para este espacio si
identificamos

eo(x) =1, ei(x) ==, es(z) = 22, z3(z) = 2°.

12N6tese que empezamos el indice en 0 porque se relaciona muy bien con el orden del término. Obviamente
no es mas que un indice y lo podemos denominar como nos guste, asi que esto esta bien.
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Es facil ver que esto es una base porque cualquier polinomio de orden 3 puede ser escrito com
una combinacién lineal de esos términos. La base dual para el espacio dual viene dada por

1
e =—=0% _,,
al” '#=0

para a = 0,1,2,3. Un calculo directo nos muestra que esto satisface la condiciéon necesaria.

3.8 Componentes de Tensores

Definiciéon (Componentes de Tensores). Sea T" un tensor-(r, s) en un campo vectorial de di-
mension finita (V, +, ) y sea {ey, ..., eqim v } una base para dicho espacio con la correspondiente
base dual {€', ..., ed™V}. Definimos entonces los muchos niimeros (r 4 s)&mV

’Lll . L e— 'il i . .
Tty e =T, € e, .. €5,) €R

para i1, ..., iy, ji, .-, js € {1,...,dimV'}. Estos son conocidos como los componentes de T
con respecto a las bases elegidas.

Observacion 3.8.1. Realmente no es necesario que tomemos la base dual de arriba para poder
definir los componentes de un tensor. Cualquier base para el espacio dual lo hara, pero esto
casi nunca se hace.

Conociendo los componentes (y la correspondiente base) de un tensor, podemos reconstruir
el tensor completo.

Ejemplo 3.8.2. SeaT un tensor-(1,1). Entonces T%; := T(e,e;), entonces, usando la multi-
linealidad del tensor, tenemos

dimV 'dimV A dimV A ‘ dimV o
T(p,v) :T( 3 e, Y ) = T e = Y T
i=1 j=1 ij=1 ij=1

Terminologia. A un indice superior lo llamamos indice contravariante y a un indice inferior
indice covariante y nos cenimos a la convenciéon de que un vector tiene componentes con
indices contravariantes y elementos base con indices covariantes, y los covectores al revés.
Esto encaja con la denominacion que hemos dado antes de orden contravariante/covariante
de un tensor.

Con objeto de no tener que hacer continuamente sumacién de indices a Einstein se le
ocurri6 una notaciéon inteligente, conocida como convencién de sumacién de Einstein,
por la cual cualquier indice repetido en que uno esté arriba y el otro abajo es sumado implicita

mete. Por ejemplo
vle; = E v'e;.
i

Esta notacién inmediatamente nos dice siempre que la misma etiqueta de indice aparece mas
de dos veces, nos encontramos ante algo mal definido. Igualmente no es bueno tener el mismo
indice apareciendo en ambos, arriba y abajo. Es por eso que no queremos cosas como

TS or v'w’.
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Con la convencién de sumacién de Einstein, s6lo podemos sumar dos términos que tengan los
mismos indices en el mismo lugar, por tanto

Ty + 89 = RY,,
esté bien, pero . )
T4}, + S’ = Ry

no esté bien definido. En lo nota de Observacion 3.5.5, tampoco esta bien definido escribir

cosas como
T, + S kj ,

a menos que se haya especificado cierta propiedad, p.ej. Slkj = 35,

Observacion 3.8.3. Notese que estamos usando la convencién de sumacion de Einstein porque
estamos considerando mapas multilineales. Esto es lo que podriamos tener

so(vlei):w(zviei) o lvle) = 3 el

i

y esto es porque la multilinealidad equipara los dos que estan bien.



4 Variedades Diferenciales

Hemos hablado hasta ahora de variedades topologicas (Differentiable Manifolds), las cuales
nos han permitido hablar de continuidad de una curva v : R — M. Si vamos a asociar (y lo
haremos) el movimiento de una particula en el espaciotiempo como una curva en la variedad,
queremos més que sélo continuidad; queremos ser capaces de asociar una velocity a cada punto
de la curva. Mas o menos, pensamos en la velocidad de una curva como un vector tangente
a la curva, que lo obtenemos diferenciando la curva.

La cuestion entonces es: es la estructura que ya tenemos en la variedad topologica d-
dimensional (M, Q) suficiente para poder hablar de diferenciabilidad o necesitamos algo més
de estructura? La respuesta rapida es ‘no, necesitamos mas estructura.” Lo veremos en esta
sesion ("lecture”), mientras que también resolveremos qué estructura extra necesitamos para
poder hablar de diferenciabilidad de curvas.

De hecho, lo queremos definir también para: funciones, f : M — R, y mapas, o : M — N.

4.1 Estrategia

Consideremos primero el caso de las curvas, v : R — M. Recordemos que en la sesion 2 dijimos
que podemos asignar propiedades a las variedades considerando los representantes de las cartas
o representantes gréaficos (chart representatives), que eran los mapas z oy : R — U C R%
Ya tenemos una idea de la diferenciabilidad de esas curvas de los cursos de pregrado, y por
eso buscamos usarlo para definir lo que significa cuando decimos que la curva v : R — M es
diferenciable.

Consideremos la parte de la curva que se encuentra en el dominio de la carta v: R — U.!
Una vez que hemos solucionado hasta aqui la diferenciabilidad, la podemos extender a la
nocion global de la curva entera. Recordemos que si vamos a hacer esta "subida" de concepto
al nivel de variedad, tenemos que estar seguros de que el concepto subido es independiente
de la carta, es decir usando cualquier carta, el resultado siempre es el mismo. Cuando nos
encontradbamos con esto antes estaba bien, porque sabiamos que la composiciéon de mapas
continuos es continua, y por eso los mapas de transicion de cartas eran continuos. Sin embargo
la continuidad del mapa de transiciéon de cartas no garantiza su diferenciabilidad pregrado ya
que podria haber un punto de inflexién repentino en la curva.

A primera vista, parece que nuestra estrategia no funciona. Sin embargo, hay un remedio
para esto que ya insinuamos en la sesion 2, que lo veremos en la proxima seccion (Cartas
compatibles).

'En realidad lo deberiamos renombrar como algo asi vy, pero no queremos complicar tanto la notacién,
por lo que lo denominaremos simplemente -y.

25
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y(UNnV)
yory
Y
Y
R Unv) yox !
x
x oy
z(UNV)

Figura 4.1: Dos cartas (U, z) y (V,y) usadas para representar una curva fisicay. Asum-
imos que sabemos que el mapa x o~y es llamado "diferenciable pregrado” ("undergraduate
differentiable”). Sin embargo, todavia no podemos concluir si vy en si es diferenciable ya
que la continuidad del mapa de transicion de cartas y o x~' no garantiza la diferencia-
bilidad (podria haber un punto de inflexion repentino en la grdfica de la curva).

4.2 Cartas compatibles

El problema mencionado arriba surge del hecho de haber tomado (U, z) y (V,y) como cualquier
carta para nuestra variedad topologica (M, Q). Para enfatizar esto, podemos decir que los
hemos tomado del atlas maximo A,,q,. Si en cambio hubiéramos insistido en que nuestras
cartas vienen de un atlas més pequeno, que sabiamos no contenia cartas solapadas y solo cartas
continuas (y no diferenciables), podriamos haber resuelto el problema . En otras palabras,
"arrancamos" las péaginas de nuestro atlas que corresponden a funciones de transicién de
cartas que no son diferenciables. Ahora bien, después de hacer esto, no hay garantia de que
nos quedamos con un atlas, ya que puede ocurrir que ya no cubramos el espacio completo; pero
si lo cubrimos, entonces tenemos una oportunidad mucho mejor de definir lo que entendemos
por diferenciabilidad de una curva. Lo consideramos entonces un atlas restringido.

Notese que esta es una gran elecciéon a hacer. Haciéndolo, todo lo que hablemos mas
adelante basado en la diferenciabilidad de una curva puede ser tratado unicamente en una
carta que provenga de nuestro atlas restringido..

Definiciéon (cartas compatibles). Dos cartas (U,z) y (V,y) de una variedad topologica
(M, O) son denominadas (J-compatibles” si uno de estos dos

() UNV =10, 0

(b) UNV # () y los mapas de transicion de cartas (zoy 1) : y(UNV) = 2(UNV)y
(yoxr™H:2(UNV)— y(UNV) son O pregrado’.’

Definiciéon (Atlas Compatible/Restringido). Un atlas Ag es un atlas compatible-0J si
todas sus cartas son compatible-[].

2He intentado dibujar una flor como la que usa el Dr Schuller, pero overleaf no la tenia. Disculpas por mi
limitacién L.

3Es decir que tienen la propiedad O como mapas de R? — R?, que conocemos de los primeros cursos de
grado.
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Definicion. Una variedad-[J es la tripleta (M, O, Ag).

Es posible ahora que existan dos criterios distintos de ‘arrancar paginas’ para obtener un
atlas compatible-[]. Es decir que puede haber més de un atlas que sea compatible-[]. En este
caso, tenemos que hacer la elecciéon de cuél usar, pero debemos recordar siempre la elecciéon
hecha, ya que uno de estos atlas podria permitir que sea definida una propiedad diferente,
digamos M, mientras que el otro no. Fisicamente, es obvio que esto es algo muy importante a
tener en cuenta, ya que [y B son propiedades fisicas de la curva y por lo tanto no dependen
de qué cartas o atlas elijamos para usarlas, por lo que debemos elegir los que coincidan con
la fisica.

Antes de seguir adelante, consideremos los tipos de cosas que puede ser un [1.

O (] de pregrado

CO CO(Rd — Rd), continuo con respecto a la tipologia estandar
en R%.

ct C'(RY — R%), diferenciable una vez con resultado con re-
specto a la tipologia estandar en R%.

ck C*(R? — R%), k-veces continuamente diferenciable.

DF D¥(R?Y — R?), k-veces diferenciable, no necesita ser continuo.

c C>*(R? — R%), infinitamente diferenciable con resultado con-
tinuo, conocido como suave (smooth).

cv C*(R?Y — R?), funciones analiticas (pueden ser expandidas
por Taylor).

C>® C>®(R?" — R?"), dimM = 2n para n entero, satisfacen las

ecuaciones de Cauchy-Riemann por parejas. Esto nos da una
variedad compleja.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Whitney). Todo atlas-C* Aqw para k > 1 para una variedad
topoldgica, contiene como subatlas un atlas C°.

No vamos a demostrar este teorema, sino que simplemente daremos una motivacién me-
diante un ejemplo.

Ejemplo 4.2.2. Digamos que estuviésemos interesados en que las curvas fuesen C?, entonces
la tercera derivada seria discontinua. Para tratar con esas curvas necesitariamos un atlas-C?.
Sin embargo, una funcién que es C® también es C? y entonces todavia podriamos hablar de
estas curvas en un atlas-C?® puesto que C? o C? = C?, méas o menos. Es decir, si insistimos en
que nuestras funciones de transicién son C3(R? — RY) podemos entonces obtener una nocién
bien definida para que la curva sea C2. Repitiendo esto de nuevo, resulta que podriamos usar
un atlas-C'*> para describir nuestras curvas.

Notese que el teorema no dice que podemos convertir una curva C2? en una curva C™,
sino s6lo que podemos referirnos a ello en ambos, un atlas-C? y un atlas-C.

Este es un buen teorema para la fisica, porque ahora no necesitamos ’preocuparnos por
cuantas derivadas debemos tener para estar seguros?’ Solamente estar seguros de que al
menos es C! y a continuacion tomar el subatlas. Por tanto, podemos, sin pérdida de general-
idad, considerar siempre variedades-C*, o variedades suaves (a menos que queramos definir
capacidad de expansion Taylor o diferenciabilidad compleja, etc).
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4.3 Difeomorfismos

Recordemos que siempre que introducimos una nueva estructura en un objeto vale la pena
estudiar los mapas preservadores de la estructura. Estos mapas son conocidos generalmente
como isomorfismos. Para dos conjuntos, el isomorfismo es una biyecciéon. Ya vimos que
para espacios topologicos el isomorfismo es una biyecciéon continua cuyo inversa es también
continua, y lo llamabamos homeomorfismos. Dos objetos que estén relacionados por un iso-
morfismo se denominan isomorfos.

Definiciéon (Mapas suaves). Sean (M, O, Ar) y (N, Onr, Apr) dos variedades suaves (smooth
manifolds) m y m, respectivamente. Se dice que un mapa ¢ : M — N es C* (o suave) si el
mapa y o poz~ ! es O pregrado (undergraduated) para cartas (U,z) € Ay y (V,y) € A

2
U V

R™ R"
Yyopo xil
Observacion 4.3.1. Notese que acabamos de dar la definicion justo para dos cartas (U, z) y

(V,y). Ya sabemos que si esto vale para una carta valdra para todas porque la variedad es
suave y por lo tanto cambiar de carta es C°°. Es decir que tenemos el siguiente diagrama:

1

yopox~
R™ R"
T y
¥
T Yy
R™ R"
Yyopo xil

Definicién (Difeomorfismo). Sean (M, Oprq, Arq) v (N, Opr, Anr) dos variedades suaves. Son
isomorfas si existe una biyeccién ¢ : M — N tal que ¢ v ¢! son mapas C*°. Un mapa tal
es conocido como difeomorfismo y la variedad se denomina difeomorfa.

Podemos imaginar el difeomorfismo pensando en dos superficies ‘moldeadas’ entre si, sin
cortar /rasgar/doblar la superficie. Por ejemplo, la superficie de una esfera como una variedad
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diferencial es difeomorfa a la superficie de una patata, pero no es difeomorfa a un donut. En

otras palabras, a nivel de variedad suave, las cosas atn no tienen una forma, sino que estan
. . . =4

hechas de una especie de sustancia fluida.”

Teorema 4.3.2. El nimero de vam’edqdes—Coo que pueden hacerse a partir de una variedad-
C° (si la hay), hasta el difeomorfismo © viene dado por la siguiente tabla:

dim M No. de variedades-C>

1 1

2 1

3 1

4 muchas infinitamente inconta-
bles

5 finitamente muchas

6 finitamente muchas

7 finitamente muchas

Los primeros tres resultados de la tabla son los llamados teoremas de Moise-Radon, y los
resultados 5,6,7,... son mostrados usando un &area de la topologia conocida como teoria de
la cirugia (surgery theory). Desafortunadamente como fisicos, estamos méas interesados en
dim M = 4 para el espaciotiempo. Ah, la ley de Murphy!

4Con tal de que no haya salientes puntiagudos y/o agujeros en la patata.
5Esto no es una definicién técnica, por favor no me citen al respecto.
5Es decir, dos variedades-C™ que sean difeomorfas cuentan como una sola.



5 Espacios Tangente

El objetivo de esta clase es dar respuesta a la siguiente pregunta: cuél es la velocidad de una
curva v en el punto p € M?

M

Consiguiendo esto, lo primero que queremos es olvidar todo lo que ya conocemos sobre el
significado de "velocidad". En esta sesiéon redescubriremos lo que significa.

5.1 Velocidades

Definiciéon (Campos escalares). El espacio vectorial con conjunto
C*®(M) :={f: M = R]| f es una funcion suave}

equipado con adicion puntual (f @ g)(p) = f(p) + g(p) y multiplicacién-s escalar (A® f)(p) =
A+ f(p), es conocido como el espacio de campos escalares (o funciones suaves) en M.

Ejemplo 5.1.1. Un ejemplo de una funcién suave en M es la distribucion de temperatura. A
cada punto en la habitacion (que es M) asociamos un ntimero real, la temperatura en ese
punto.

Observacion 5.1.2. Realmente deberfamos tener cierto cuidado con la terminologia anterior.
Una funciéon suave se define para dos variedades cualesquiera de dimensién arbitraria, con tal
de que, obviamente, el mapa sea suave. Un campo escalar es estrictamente un mapa a una
variedad unidimensional, en este caso los nameros reales R. La notacion C°°(M) significa que
estamos considerando el mapa a los reales. Una funcion suave general la indicariamos como

C*®(M,N) o algo similar.

Definiciéon. Consideremos una variedad suave (M, O, A) y una curva v : R — M que es al
menos C!. Supongamos v(\g) = p € M. La velocidad de v en p es el mapa lineal

Uy pt CF(M) SR,

definido por
Uy p(f) == (fo 7)'(Mo).

30
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La intuicion aqui es que a medida que nos desplazamos en el mundo (es decir nos movemos
a lo largo de ) nos preguntamos como cambia (el campo escalar) en la direccion de nuestro
movimiento. Entonces tomamos la derivada del campo escalar. Lo veremos méas concreto
enseguida.

5.2 Espacio Vectorial Tangente

Definiciéon (Espacio Vectorial Tangente). Para cada punto p € M definimos el espacio
vectorial, conocido como el espacio (vectorial) tangente a M at p, cuyo conjunto es

TyM = {v,, | vy curva suave por p},
y cuyas adicién y multiplicacién-s vienen dadas por

(Vy,p ® V5,p)(f) 1= vyp(f) + V5p(f),
(@O vy p)(f) == a-vyp(f)

Necesitamos probar que la parte derecha de las dos tltimas expresiones caen de hecho en
T,M. O sea, tenemos que probar que

(i) Existe una 7:R — M tal que @ ® vy = Urp, y
(i) Existe una o : R — M tal que vy, ® v5p = Vg p-

Proof. Es claro que ambas expresiones del lado derecho seran elementos de Hom(C*° (M), R),
pero necesitamos comprobar que son velocidades de algunas curvas a través de p. Consideré-
moslas en ternas

(i) Sea A\g € R tal que v(A\g) = p. Construimos la curva 7 : R — M mediante
T(A) = 7(@A +X0) = (70 pa) (V),

donde po : R — R esta definida por pa(\) := aX\ + Ag. Afirmamos que esta curva
satiface nuestra condicion.

Notemos primero que 7(0) = «v(A\g) = p y por eso pasa por el punto, que es lo que se
requiere. Entonces

Urp(f) = (f 0 7)(0)
= (fo7°ka)(0)
=a-(fo7) (M)
=t a - vyp(f),
donde hemos usado la regla de la cadena multidimensional para ir de la segunda linea a

la tercera junto con pa(0) = Ao y p,(0) = . Puesto que esto es valido para cualquier
f € C>®(M), obtenemos el resultado.
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(ii) Esto es un poco mas complicado. Para mostrarlo, introduciremos una carta (U, x). Sin
embargo, como ya hemos explicado, es importante que la elecciéon de la carta no tenga un
papel vital en el resultado; es decir que el resultado debe ser independiente de la carta,
asi que tendremos que comprobarlo al final. De nuevo, sea A9 € R tal que y(\g) = p.
Se forma similar, sea A; € R tal que (A1) = p.

Construimos la curva o, : R — M, donde el subindice nos recuerda que estamos traba-
jando una carta, mediante

ox(N) = x! ((:n o) (Ao +A)+ (zod) (A1 +A) —(zo 'y)()\o)).

Afirmamos una vez mas que esta curva satisface nuestra condiciéon. Primero, tenemos
que comprobar que pasa por el punto p, y un rapido célculo muestra que o,(0) = p, por
lo que podemos proceder. Tenemos

Vo p(f) = (f 002)(0)
= (foz lozo O'I)I(O)

Y ahora tenemos (fox™'):R? - Ry (zoo,): R — R?y entonces usamos la regla de
la cadena multidimensional. Tenemos'

Vo,p(f) = (2" 002)'(0) - Bi(F o 2™)| 00y
= ((@" 09)(No) + (2" 0 8) (M) - 0s(foa™)]
= (foy) (M) + (fod)(\)

Uy p(f) s p(f),

donde hemos usado la notacion ‘evaluado en’ | para reducir la posible confusion, y donde
para conseguir la pentltima linea hemos hecho la regla de la cadena multidimensional a
la inversa (es decir, hemos dado los pasos hacia atras hasta ese punto pero no con «y y 9).
La linea final no hace referencia a la carta (U, z) y por eso sabemos que podemos usar
cualquier carta en nuestro atlas para hacer esto y por tanto el resultado es independiente
de la carta. Finalmente, ya que una vez mas esto aplica para una funcién general
f € C°°(M) obtenemos el resultado.

z(p)

O

Observacion 5.2.1. El Dr. Schuller nos muestra en esta sesiéon unas bonitas descripciones de
imégenes (comenzando hacia 39:00 en el video), que merece la pena ver. No las he mostrado
aqui porque llevaria bastante tiempo (especialmente la propiedad (ii)) en Tikz, y no me siento
con 4nimo para eso, pero merece la pena verlas, asi que mirenlas si atn no lo han hecho!

Es importante notar que en todo lo anterior siempre hemos mostrado el mismo punto
p € M. No tiene sentido sumar dos velocidades que son las tangentes en diferentes puntos, es
decir vy, ®vs 4 s6lo tiene sentido cuando p = ¢q. Una manera de recordar esto es pensar en dos
velocidades que son pequenas flechas en planos tangentes a la variedad. Por ejemplo si M =

1Usamos un indice i para indicar cual es el elemento de R? que estamos considerando. 8; evidentemente
-ésimo

significa la derivada con respecto al ¢ elemento.
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52

Figura 5.1: Planos tangentes en dos puntos p,q € M = S?. Las flechas son las
tangentes a las curvas (no dibujadas) en la variedad. Las dos velocidades en p (flechas
negras) pueden ser sumadas porque viven en el mismo plano tangente pero no tiene
sentido sumar una de ellas a la velocidad en q (flecha azul).

52, la 2-esfera,” entonces tenemos algo como esto Figura 5.1. Pensémoslo de esta manera,
queda claro por qué no podemos sumar dos velocidades que son tangentes en diferentes puntos:
viven en planos R? completamente separados, por lo que no tiene sentido sumarlas. Podria
pensarse ‘bueno, no podriamos poner la velocidad en ¢ sobre el plano tangente en p?’ La
respuesta correcta a esta pregunta viene més adelante, pero la respuesta corta es ‘soélo si
tenemos en cuenta la llamada curvatura intrinseca de la variedad’.

Observacion 5.2.2. Tal como se destaca en la figura de arriba, a menudo imaginamos las
velocidades como pequenas flechas que son tangentes a las curvas y apuntan desde la variedad.
Para poder hacer esto, obviamente primero tenemos que embeber (embed) nuestra variedad
en un espacio de mayor dimension (por eso miramos a la 2-esfera en R®). Sin embargo, tan
pronto como empezamos a considerar variedades de dimension d > 3, nos surge un problema:
tenemos que dibujar un espacio cuatri-dimensional, y yo no puedo visualizar espacios 4D.
Ademas de este obstaculo, cuando empezamos a hablar del universo, si embebemos en él

algo, entonces estamos hablando de cosas que se encuentran fuera del universo, que es una
4

madriguera de conejo en la que no queremos caer.

Felizmente, nuestra formulacién de lo que es una velocidad no hace referencia a estar
embebido en espacio de mayor dimensién. Ha sido definida intrinsecamente en la propia
variedad. Esto parece prometedor, pero tenemos que asegurar que las dos ideas coinciden
entre si. La respuesta es que si coinciden, por lo que podemos elegir como queremos idear

2Para los que no les sea familiar, una 2-esfera es lo que imaginamos como la superficie de una bola de 3d.
La superficie es 2-dimensional y por eso la denominamos 2-esfera.

3Si ustedes pueden, manos a la obra!

4Tomaré la pildora azul, Morfeo.
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los espacios tangentes en base a caso por caso: tomar la idea de embeber cuando lo permite
nuestra intuicién, y usando la definicién intrinseca en el caso de cosas dificiles de imaginar.

5.3 Componentes de un Vector con respecto a una Carta

Sea (U, x) una carta de una variedad (M, O, A) y sea v : R — M una curva que pasa por el
punto p € U como v(0) = p. Ahora tenemos el calculo

vy p(f) == (f 07)(0)
=(foaz oz o) (0)
= (2'09)'(0)- &i(foa™h)

p)

Lo primero que notamos, como ya vimos antes, es que el indice en 9; nos indica la entrada
por la que hay que derivar. Es decir que no hace ninguna referencia a x, sino simplemente
dice ‘sea cual sea la i™2 entrada, derivese por ella.” Como hay que escribir bastante, vamos
a introducir una nueva notacién para simplificarlo: definimos

(55) =oilror My v A0)i= (' 02)(0),

Donde los colores se usan para indicar que los términos aparecen en ambos lados. Lo primero
que hay que decir es que esto es simple notacion. El primer término se parece mucho a una
derivada parcial, sin embargo es algo completamente diferente; es simplemente notacién para
el lado derecho. Obviamente esta notacién no se ha hecho por accidente y resulta que posee
todas las propiedades que habriamos deseado para una derivada parcial, pero que todavia no
cumple ninguna..

Dado lo de arriba, podemos escribir la velocidad de una curva en el punto p de la forma
siguiente

o) =30 (55) 0

0, como un mapa, podemos escribir

i 0
Uy,p = 'Yw(o) ’ <8l‘z) .
p
-~-ésimo

Definicién (Componentes de un Vector con respecto a una Carta). Llamamos 4% (0) al i
componente del vector velocidad en el punto p € M con respecto a la carta (U, z).

Definicién (Elementos base de TpU). Llamamos ( 8?32‘);) al §-1¢simo glemento base de T),U

respecto al cual deben ser entendidos los componentes.

Noétese que arriba sélo tenemos un elemento base para T,U, no T, M ya que 1 carta sélo
estd definida para el subconjunto U.

Esto es analogo al hecho de que dada f : R — R definimos f’ : R — R completamente independiente de
la variable que estamos usando. Asi pues f' = % no es una expresion general, sino una eleccién de notacion,

una vez hemos decidido que x es nuestra variable.
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Corolario 5.3.1. La accion de un elemento base en la j %" funcion coordenada 7 satisface’

( 6}) (fL'j) _ s 1 s11=y,
ox't » ! 0 en los demds casos.

Proof. Usamos el hecho de que 27 o 7! s6lo nos da la ™2 entrada de x(p). Obviamente,
entonces, si tratamos de derivar con respecto a cualquiera de las entradas obtenemos 0 (porque
la entrada ya es 0), pero si derivamos con respecto a esta entrada obtenemos 1. Esto es

justamente 6. O

5.4 Bases inducidas por Cartas

Teorema 5.4.1. Sea (M, O, A) una variedad suave d-dimensional. El conjunto

), (52),

constituye una base para el espacio tangente TpU, y es conocido como la base inducida por
la carta.

Proof. Ya hemos sabido que generan T,U, ya que cualquier vector en T,,U puede ser escrito en
funcion de ellas (las bases). Todo lo que queda por ver es que son linealmente independientes,
es decir, se requiere que

i 79 4
Z)\Z( > =0 = MN=0 Vi
oxt »

i=1
Consideremos la accion en la j7"™?2 funcién coordenada, x7. Tenemos

d 9 d )
ZM’( ) (@) => Nl =N
Oz p i=1

i=1

y entonces obtenemos el resultado. O
Corolario 5.4.2. La dimension del espacio tangente es igual a la dimension de la variedad
dim T, M = dim M.

Proof. Esto se sigue precisamente del hecho de que hay d-elementos base por T},U para todos
los dominios de cartas y del hecho de que d venia de la dimension de M. O

5Notese que hemos usado aqui el paréntesis angular. Esto tiene sentido ya que 2/ : U C M — R es C*®°
(por ser una variedad suave) y (%)p € T, M es un vector. Esto destaca el beneficio de usar esta notacion.
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5.5 Cambio de los Componentes de un Vector bajo Cambio de Carta

A veces nos encontramos con declaraciones como ‘un vector se transforma como [insertar
ecuacion| bajo un cambio de carta’. Sin embargo, sabemos que esta declaracion no es completa,
ya que los vectores (y también los tensores) son objetos abstractos que son completamente
independientes de las cartas. La velocidad del pajaro es la velocidad del pajaro. Asi pues, lo
anico que podriamos insertar en la declaracion es ‘no se transforman’, pero esto en si mismo no
es muy tutil para los calculos. Una declaracion mejor, y mucho mas util, es ‘los componentes’
de un vector se transforman como [insertar ecuaciéon| bajo un cambio de carta’.

Sean (U,z) y (V,y) cartas solapadas para una variedad (M,0,A) y p € UNV. Si
X € Ty M entonces podemos descomponerlo en cualquiera de las cartas,

) B,
X=X : X=X
“)((W)p Y ()<5y>

Para estudiar como se relaciona todo esto, consideremos lo siguiente

<aii>p(f) =0i(foa)],,

loyox 1)‘:1:(10)

(fo
Oy 0wy 0 (F o)y
(55), (),
ox? » oy’
bl B ayj 0
= (a$i>p_ (aﬂ)p(@yi)p

Insertando esto en el hecho de que X puede ser expresado en cualquier base, tenemos

X]

(o), = law),
2(55), ()

:X’Lx< i e
(z) ox » ay] »

_ Ayl
= Xf>_X<>< ) ;

ort

donde para obtener la tdltima linea hemos usado el hecho de que (%)p es una base, por lo
que los coeficientes tienen que ser iguales..

Es importante que evaluemos la derivada en el punto p € M porque no hemos dicho que
la transformacion tiene que ser lineal. Por supuesto, la transformacién puede ser ampliamente
no lineal (con tal de que la expresion siga teniendo sentido), pero una vez que evaluamos este
resultado en un punto obtenemos justamente un ntimero, que es exactamente lo que queremos.

Observacion 5.5.1. En relatividad especial, se oye a menudo hablar del espacio vectorial
Minkowsky, es decir el espacio vectorial cuyo conjunto estd compuesto de posiciones x*.

"Los componentes de un vector se dan simplemente en relacion a las bases, ver Observacion 3.7.2.
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Esto va en contra de lo que dijimos al principio de la Clase 3 ("Lecture 3"): “Queremos en-
fatizar aqui que no vamos a equipar el espacio (tiempo) con una estructura vectorial”. Un
contador no seria mas que ‘el trabajo de las transformaciones de coordenadas!’, sin embargo
las transformaciones consideradas en relatividad especial no son transformaciones generales:
las restringimos nosotros a transformaciones lineales, las cuales restringimos aiin méas a ser
transformaciones de Lorentz. Esto parece algo razonable de hacer, pero deberiamos ser ca-
paces de estudiar la relatividad especial en coordenadas polares si queremos ® Podemos hacer
esa transformacion (Cartesianas a polares) y las velocidades en un punto cambiaran mediante
mapas lineales como hemos descrito arriba, pero la posicion en el espacio no se transformara
linealmente! En otras palabras, equipar el espacio Minkowsky con una estructura vectorial es
una sobre estructuracion, porque al hacerlo asi nos estamos restringiendo a las transforma-
ciones de Lorentz. Esto justamente resalta que las posiciones no son vectores, las velocidades
son los vectores.

5.6 Espacios Cotangentes

Hemos construido el espacio tangente como un espacio vectorial, pero nuestro trabajo desde
la sesion 3 (lecture 3) nos dice que podemos tomar el dual de este espacio.

Definicion (Espacio Cotangente). Sea T, M un espacio tangente a un punto p € M. El dual
de este punto es denominado espacio cotangente

ToM = (TyM)* = {p: T,M = R}.
Definicion (Gradiente de f en p). Sea f € C°°(M). Podemos entonces definir el mapa lineal
(df)p : TyM =R, (df)pX := X(f).

Claramente esto hace de (df), un elemento del espacio cotangente. Es conocido como el
gradiente de f en el punto p € M.

Observacion 5.6.1. Hay que notar que no necesitamos usar una carta para definir el gradiente,
tal como se podria pensar en los primeros cursos de grado (undergraduate classes)

El gradiente es un tensor-(0, 1) en el espacio vectorial 7, M y entonces podemos encontrar
sus componentes con respecto a las bases inducidas por la carta usando el método previamente

tratado:
(), = <df>p((£j)p) - (55) =(roa Ly

Corolario 5.6.2. La base inducida por una carta para T; M es el conjunto

{(dxl)p) ) (dxd)p},

donde x* : U — R son los mapas coordenados para la carta (U, ).

8Ya que, una vez mas, la elecciéon de cartas/coordenadas no tiene ningén impacto en la fisica del mundo
real.
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Proof. Mediante calculo directo tenemos

(&) (), -5

que es la base dual de la condicién de espacio dual. O

5.7 Cambio de Componentes de un Covector Bajo un Cambio de Carta

Igual que con el vector arriba, el covector en si permanece invariante bajo el cambio de cartas
(es un tensor!), pero los componentes cambian bajo el cambio de carta. Procediendo de forma
analoga al célculo del componente del vector obtenemos: si w € Ty M and (U, ) y (V,y) son

las dos cartas, entonces '
(8361)
Wy = P | W)
o ),

Notese que aqui la fraccion esta dada vuelta con respecto a los componentes del vector (es
decir que z e y han cambiado de lugar). Esto refleja el hecho de que w es un covector y por eso
sus componentes se transforman inversamente a los componentes de un vector. Esto resalta un
punto importante que ya hemos insinuado algunas veces: no debemos pensar en el gradiente
como un vector. Es un covector y asi lo demuestran sus propiedades de transformacion. Par
un mayor convencimiento, si fuese un vector, cabria esperar que se transformase bajo la regla
de la cadena (chain rule) pero esto nos daria

((d)p) (zys = (gjz‘)p - <gii>p<§;j> = <gii>p((df)p)(y>j’

lo cual es una contradiccién en el resultado!

Mostrar que la propiedad de transformacion anterior es verdadera.
Pista: Escribir w = w(gy;(dz’)p

Hay una regla general para comprobar que las propiedades de transformacion son correctas:
mirar en el lado izquierdo y observar la ubicacion de los indices (plural para el caso de tensores
de orden superior) y a qué etiquetado de bases corresponden (z o y). Cada indice inferior se
convierte en un indice denominador en la fraccién y viene con la etiqueta de base relevante.
Escribimos entonces el componente en la nueva coordenada (es decir w(x)i) y entonces, como
no habia = o ¢ en el lado izquierdo, usamos la convencién de sumacién de Einstein para
removerlo del lado derecho colociandolo en el numerador. Cuando se consideran tensores de
orden superior, simplemente hay que asegurarse de que emparejamos los indices correctos

entre si: por ejemplo ' '
i ox' ox?
x k 4 ’
() dy ) dy » (v)

donde los primeros indices (i y k) estan emparejados y los segundos indices (j y ¢) también
estan emparejados. Veremos esta regla de manera més general un poco més adelante, cuando
consideremos el cambio de componentes de tensores .



6 Campos

Hasta ahora hemos tratado un tnico espacio tangente y vectores que reposan en él. Lo que
ahora queremos estudiar son los campos vectoriales, lo cual esencialmente se traduce en un
vector para cada punto en la variedad. Tenemos que dar una via técnica apropiada para
introducir los campos vectoriales, ya que decir simplemente ‘imaginemos un vector en cada
punto’ no es suficiente (dos personas podrian imaginarlo de forma diferente). La respuesta
para llevarlo a cabo es conocida como teoria de paquetes o de haces ("theory of bundles") o

de haces de fibras ("fiber bundles").

6.1 Haces, Fibras y Secciones

Definiciéon (Haz/Paquete). Un haz (suave) es una tripleta (E, 7, M) donde E y M son
variedades suaves conocidas como el espacio total y el espacio base, respectivamente. 7 : E —
M es un mapa sobreyectivo, suave, conocido como el mapa de proyeccion.

Notacién. Es usual también indicar un haz en la siguiente notacion E = M. Es importante
saber, sin embargo, que el haz es la tripleta completa y no justo el mapa, como podria
interpretarse usando esta notacion.

Definicion (Fibra sobre p). Sea (E, 7, M) un haz. Definimos la fibra sobre p € M como
preim_(p).

Definicién (Section). Una seccidn, o, de un haz (E, 7, M) es un mapa o : M — E tal que
(moo) =1, es la identidad en M.

Como veremos enseguida, las secciones son campos sobre las variedades. La idea aproxi-
mada es que hacemos las fibras los espacios tangente en cada punto y a continuacién tomando
una seccién, cogemos un vector de cada espacio tangente, y obtenemos un campo vectorial.

Ejemplo 6.1.1. En mecénica cuantica, se dice que pensemos en las funciones de onda como
una funcion. Esto no es técnicamente verdad. La funcién de onda es un campo escalar en
el espacio base, y un campo escalar no es una funciéon (a pesar de nosotros puede haber
que piense que si). Mas técnicamente, la funcion de onda es una secciéon sobre un haz de
linea-C (es decir, un haz cuyas fibras son la linea compleja). Esto es realmente una distincion
importante cuando vamos a estudiar mecanica cuantica en coordenadas curvas tal como la
derivada covariante' actia de una manera no-trivial en las secciones.

1 .
Que veremos mas adelante.
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Figura 6.1: Ejemplo de un haz y fibra. El espacio total, E, es la superficie del cilindro
y el espacio base, M, es el anillo. El haz es la tripleta consistente en E, M y un mapa
suave de proyeccion sobreyectiva w: E — M. La preimagen del punto p con respecto al
mapa de proyeccion T es la linea verde — es decir m mapea cada punto de la linea verde
p — conocido como la fibra sobre p. De forma similar la linea azul es la fibra sobre q.
La seccidn con respecto a p, o, : M — E, mapea p a un punto dentro de su fibra (un
punto en la linea verde). Un mapa 7 : M — E que mapea p a un punto en la fibra de q
(la linea azul) no es una seccion, ya que (wo7)(p) = q # Ly (p). La seccion completa es
el conjunto de puntos formado tomando un punto de cada fibra.

6.2 Haz Tangente de una Variedad Suave

Sea (M, 0O, A) una variedad suave. Definimos el haz tangente como el haz cuyo espacio
base esté en la variedad y cuyo espacio total tiene el conjunto 2

TM:= | T,M,
pEM

donde el punto significa ‘unién disjunta’. El mapa de proyeccion viene dado por
m: X —p,

donde p es el inico punto tal que X € T, M.

Necesitamos mostrar como convertir el conjunto de arriba T M en una variedad suave (ya
que la necesitamos para un haz), pero antes veamos dos comentarios rapidos: es importante
que tomemos la unién disjunta de arriba ya que esto nos permite identificar cada vector
con su punto base p. Al tomar la unién disjunta es cuando podemos decir punto unico; y
la proyeccién es sobreyectiva porque hemos tomado la unién sobre todos los p € M y asi
alcanzamos cada elemento en M.

Ahora tenemos que convertir 7'M en una variedad suave, de tal manera que 7 : TM — M
sea un mapa suave. Necesitamos entonces definir una topologia en 7'M, la pregunta es ‘como
lo hacemos?’ Pensandolo un poco la respuesta es clara: ya tenemos una topologia en nuestro
espacio base y vamos a requerir que 7 sea suave, por qué no usar justo la mas tosca ® topologia

Zharemos esto en una variedad suave a continuacion.
3Recordemos que la mas “tosca” significa que tiene el minimo nimero de elementos para que 7 sea justo
continua.
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en T'M tal que 7 sea continua? (ya que la continuidad es necesaria para la suavidad). Esta
topologia es conocida como topologia inicial con respecto a 7. Se define simplemente

como 4

O := {preim(U)|U € O}

Hasta ahora tenemos una variedad topologica (TM,Orpq) v un mapa continuo 7 a una
variedad suave (M, O, A). Ahora necesitamos definir un atlas-C* para (T'M,Orp) de
manera que nuestro mapa sea continuo. Al igual que con la topologia, vamos a construir este
mapa a partir de A.

La pregunta es ‘como?’ Bien, sabemos que X € TM esta descrito por dos piezas de
informacién: es un vector y tiene un punto base. Podemos obtener facilmente las coordenadas
del punto base proyectando X usando 7 y a continuacién usando el atlas en M para encontrar
sus coordenadas. Y con respecto a la parte del vector? Bien, tenemos una carta en M y asi
podemos inducir una carta en el espacio tangente y descomponer X como

;, 0

Son los componentes X (iz) los que queremos usar, pero los queremos simplemente usando el
mapa (U, z). La respuesta es muy sencilla: consideremos justo el gradiente de los mapas de
la carta. Es decir

Y asi construimos el atlas

Arp = {(TU, &) | (U, x) € A},

donde _
& 1 TU — R¥ M,
dado por
&(X) = (@' om)(X), ., (@@ o m)(X),  (d2")nx)(X), .., (d2%)r(x)(X) )
(U,z)-coordenada de m(X) Componentes del vector con respecto a (U,z)

Necesitamos también el mapa inverso:
& RTImM Ty,

Pensando un poco es claro que debe satisfacer

! (0
&l et By, BY) = 5”(3 ) :52(8 ) '
T z=1(al,...,ad) x w(X)

“En el tutorial mostramos que O+ es una topologia para el haz cotangente. Se puede insertar aqui una
demostraciéon anédloga para mostrar que Oraq es también una topologia.
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Ahora necesitamos comprobar que estos mapas son suaves (ya que necesitamos un atlas suave).
Consideremos otra carta (V,y) con VN U # (), tenemos®

1 1 d gl dy .= " i
(gyogac )(a e 00, B0, B ) o §y(ﬁ (6$m>W(X)>

_ (_..,(yi o) (ﬁ(ai)m) (@) ni) [(57”(83”)%)})

. B 8y1
=|.,(yox 1)((11,...,ad),...,...,5m< m) s
( 0™ ) ()

= (, (i oz (al,...,a), ..., ..., ™0 (y’ o ZL‘_l) ‘(al,...,ad)’ ),

Donde para ir a la tercera linea hemos usado el hecho de que 7(X) = p = 27 !(al, ...,ad)
y para obtener la tltima linea hemos usado la definicién para la fracciéon derivada junto con
(rom)(X)=2x(p) = (a',...,a?). Ahora (y’o27!) es suave porque A es suave y por lo tanto
el resultado de arriba es suave. Por lo tanto ya tenemos un atlas suave Apag.

Definiciéon (Haz Tangente). La tripleta (T'M, 7, M) es un haz, conocido como el haz tan-
gente.

Todo esto parece més bien abstracto y complicado, pero el siguiente ejemplo muestra que
es més bien natural e intuitivo.

Ejemplo 6.2.1. Sea M = S' (un circulo) y las fibras yendo rectas de arriba abajo. Cuanto
mas lejos se va la fibra, mayor es el valor del vector, y yendo hacia abajo corresponde a colocar
un signo menos delante del vector.

U aqui es una pequeiia parte del circulo y estd mapeada por x a un intervalo abierto en la
linea real. TU es el conjunto de fibras que van a través de U. Estan mapeadas via &, a R? de
la siguiente manera: consideremos un punto en una de las fibras, y lo llamamos X. El valor
del eje horizontal en la carta R? esta dado por el valor que el punto base p = 7(X) € M toma
en la carta R, tal como ha sido mapeado por x. El valor vertical en la carta R? esta dado
por el tamano del vector (al ser unidimensional el componente es el tamano) y es trazado en
consecuencia. Es decir, el eje vertical es la ‘longitud del vector’, de nuevo con el eje negativo
correspondiendo a un vector que estd més abajo que el punto base en la fibra.

N
LU
4| & &
\_//_\)
—O0—0—R U _o° M
\_//_,-..F L =

N

®Vaya, esto no parece muy elegante. Demasiados paréntesis e indices!

X
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6.3 Campos Vectoriales

Acabamos de dedicar mucho trabajo para comprobar/demostrar que el conjunto 7'M puede
ser hecho en una variedad suave y asi tenemos un haz. Parece razonable preguntarse por qué
hicimos un calculo tan loco. La respuesta esta en que eso nos permite la siguiente definicion.

Definicion (Campo Vectorial Suave). Un campo vectorial suave es una seccidn suave en
el haz tangente. Es decir
xX:M—=TM, mox =1u.

Observacion 6.3.1. Notese que hemos usado aqui la letra griega x para indicar un campo
vectorial suave. Hacemos esto para hacer la distincion entre un vector X € T, M y un campo
vectorial suave x. Seguiremos usando letras griegas para los campos (en general, por lo que
también usaremos letras griegas para los campos de covectores y los campos tensoriales) en
esta sesion.’ Como vamos a ver enseguida, también introducimos una nueva notaciéon para la
accion de campos vectoriales suaves. Senalaremos esto cuando los expliquemos.

Todo el trabajo ha sido para la parte suave de la definicién anterior. Intuitivamente,
cuando pensamos en un campo vectorial (un vector en cada punto) lo que vemos es un campo
vectorial suave, es decir un campo en el que los vectores parecen fluir naturalmente de uno a
otro, més que simplemente apuntar al azar en cada punto. Los campos vectoriales suaves van
a jugar un papel vital en la relatividad general: la velocidad de una particula es un campo
vectorial suave en la variedad que es la linea del mundo ("world line") de la particula. Si
este campo vectorial no fuese suave, corresponderia a la velocidad de la particula cambiando
stubitamente, lo cual ya sabemos que no es fisico.

6.4 El Médulo-C>*(M)

Hemos visto hasta ahora una definicién de un campo vectorial suave, pero no tenemos manera
de sumarlos juntos o escalarlos ("scaling”) de alguna forma. FEsto es algo que sin duda
queremos ser capaces de hacer, as{ que queremos intentarlo y hacerlo en un espacio vectorial
sobre un campo. La suma es sencilla, simplemente sumar los vectores juntos en los espacios
tangentes y tomar el resultado como el nuevo vector en ese punto. Y para el escalado? Es
claro que no queremos limitarnos a escalar uniformemente el campo vectorial suave M sino
que pueda tomar diferentes valores en cada punto. Esto es justamente un campo escalar, asi
que vamos a intentarlo y convertir el conjunto de secciones suaves sobre un haz tangente en
un espacio vectorial-C*°(M). Sin embargo hay un problema. Recordemos la definicion

C®(M) :={f: M — R| f es una funcion suave}.

Es posible que un elemento de” C*° (M) que no desaparece (non-vanishing) pueda desvanecerse
en algunos puntos, es decir hay puntos p € M que son mapeados a 0 € R. No podemos con-
vertir C*°(M) en un campo, entonces, ya que no tenemos un inverso bajo multiplicacién para
cada elemento (no podemos invertir los puntos que desaparecen!). Lo mejor que podemos

SCambiaremos de opinién en la préxima sesién!
"Es decir que no mapea cada punto p € M a 0 € R.
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hacer es convertirlo en un anillo (ring). Claramente tenemos un elemento neutro — los el-
ementos que simplemente mapean p € M a 1 € R — y podemos definir la conmutatividad
puntual, usando el hecho de que (R,+) es conmutativa. Obtenemos por lo tanto un anillo
unitario, conmutativo. Si construimos sobre dicho anillo, obtenemos un mddulo.

Definicion (El Modulo-C*(M), TTM). La tripleta (I'TM,®,®) es un modulo-C> (M)
donde
I'TM :={x : M — TM|seccion suave},

(x @ X)(f) = x{f) +X(f),
(9O X)) =g x{f),

donde +/- son la adicion/multiplicacion en C*°(M).

Este es el primer punto donde hemos introducido una nueva notacién para la accion de
un campo. Recordemos que hemos estado senialando la accién de un vector (en un punto)
en una funcion C*°(M) mediante paréntesis estandar, X (f). Con objeto de distinguir esta
accion de la de un campo vectorial suave en f, usamos paréntesis angular x(f).® Esto podria
parecer simplemente una cuestién de notacién, sin embargo guarda un punto importante: un
campo vectorial suave es un mapa x : M — T M, entonces, como puede actuar en un campo
escalar? La respuesta es obviamente a través de los vectores que componen :

Es decir, primero evaluamos x(p), el cual nos da el X € T, M, y a continuacion le dejamos
actuar en el campo escalar, dando un niimero real. Hacemos esto para cada punto p € My
asi obtenemos un mapa que asocia cada punto a un nimero real, y esto es un campo escalar.
En otras palabras, podemos pensar en campos vectoriales suaves como mapas

X : C®(M) = C®(M).

Es por esto que tomamos la adicion/multiplicacion por el lado derecho de las expresiones en
la definicion para que estén definidas en C*°(M).

8Usamos esta eleccién particular de notacién porque es la que yo aprendi en la Universidad.



SESION 6. CAMPOS 45

Ejercicio

Mostrar que el mapa x : C®°(M) = C>°(M) es R-lineal. Es decir, para f,g € C®(M)
yAER

xX(f +9) = x{(f) + x(9),
XA f) =X x(f)

Mostrar también que cumple
xX(feg)=rfex(g)+x(f)ey,

donde o : C®(M) x C®(M) — C>®(M) es la multiplicacién en el anillo. Esta
propiedad es conocida como la regla de Leibniz.

“*Notese que para ecuaciones en diferenciales parciales es la familiar regla del producto.

. ., . C . .

Veamos ahora un hecho importante en la teorfa de conjuntos, ¢ que cada espacio vectorial
tiene una base. Sin embargo, este increiblemente hecho 1til no es aplicable a los médulos. Es
decir, en general, no podemos tomar simplemente el subconjunto

{Xb -"7Xd} c rT’m

tal que cualquier otro xy € I'T"M pueda ser expresado como una combinacion lineal de este
subconjunto

X =1 ox.
Por supuesto podemos hacer esto localmente, simplemente descomponiendo los campos vec-
toriales localmente, pero no podemos hacerlo globalmente.

Ejemplo 6.4.1. Consideremos un campo vectorial suave en una pelota. Si imaginamos este
campo vectorial suave como pelos saliendo de la pelota, la idea de tener globalmente definido
un campo vectorial suave que no se desvanece en ninguna parte seria "peinar" los pelos planos
y paralelos a la superficie. Es decir, queremos que todos los vectores estén tendidos en los
espacios tangentes y no "saliendo hacia afuera.

Sin embargo, para hacer esto, tendriamos que remover parte de los pelos: por ejemplo
en el diagrama dibujado abajo, los pelos en la parte superior y en la inferior tendrian que
"desaparecer" si quisiéramos que la pelota sea suave.

El hecho de que el campo vectorial no esté definido globalmente significa que posiblemente
no pueda ser un elemento base. Por supuesto podriamos tener otro campo vectorial que iria
"de arriba-abajo" en la esfera definida en los polos Norte y Sur, pero esto no nos permitiria
definir ningin campo vectorial en esos puntos — como podriamos representar un vector que
apuntase al Este desde el polo Norte?

9Estrictamente hablando tenemos que usar la teoria de conjuntos ZFC, porque necesitamos el axioma de
la eleccion ("Aziom of Choice”) Para mas informacion véanse las clases del Dr. Schuller sobre Anatomia
Geométrica de la Fisica Teoérica.
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El fallo al definir un campo vectorial suave, que no se desvanece en ningin punto, esté
relacionado con el hecho de que no es posible trazar el espacio usando una sola carta (grafico).
Es decir, el atlas minimo para una esfera contiene dos cartas. Por ejemplo, si usaramos
coordenadas polares en la superficie para graficar (representar) la esfera, los polos Norte y
Sur no serfan graficados — cuél serfa el valor de la longitud en esos puntos?

Podemos repetir todo lo que hicimos para definir el haz tangente ("the tangent bundle")
pero empezando desde el espacio cotangente (7*M, +,-). Haciendo esto conseguimos el haz
cotangente y los campos covectores suaves ("smooth covector fields"). Finalmente obtenemos
el modulo-C* (M) (I'T*M,®,®) donde

I'T*"M :={a: M — T" M |seccién suave}.

Ejemplo 6.4.2. Recordemos que teniamos el gradiente en el punto (df), : T,,M — R. Ahora
queremos extenderlo a toda la variedad. Por lo tanto definimos

df :TTM = C°°(M)
mediante!”
df = x == x(f)-

La linealidad aqui es realmente lineal-C>.!'! Es distinto de los campos vectoriales suaves, los
cuales s6lo son lineal-R.

Ejercicio

Mostrar que el mapa df : T'TM = C°°(M) es de hecho lineal-C>. Es decir, para todo
X, Y eI'TMyge C®M),

df :(x®Y)=(df : x)+(df : 1)
df : (gox) =g (df : x)-

Hemos usado la notacién dada por el profesor, es decir indicamos la accién de df en X mediante dos
puntos (:) y la accién de un campo vectorial sobre un campo escalar mediante paréntesis angulares (< >).
" Esto es a menudo denominado lineal-f, por razones obvias.
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6.5 Campos tensores

Tenemos, pues, los campos vectoriales suaves y los campos covector suaves. Ahora podemos,
por lo tanto, construir campos tensor suaves.

Definicién (Campo Tensor Suave). Un campo tensor-(r, s)suave es un mapa multilineal
¢ (M)
T:TT*M X ... x T T*M xT'TM x ... x T'TM = C®(M),

r-términos s-términos

0 en otra notacion

T =TTM® .. TTMxITT"M®..'T*M.

r-términos s-términos

Observacion 6.5.1. Notese que en la segunda notacion, el signo ® significa ahora un mapa a
C>° (M), no solo a R, como asi fue al definirlo por primera vez. Este es el gran inconveniente
de esta notacién: la gente usa el mismo simbolo de producto tensor para todas las operaciones
que parecen similares.'?

Aunque la dos definiciones anteriores no parecen coincidir del todo. Hemos visto que « €
I'T*M puede mapear un X € I'T’M a una funciéon-C*°(M), pero lo contrario no es cierto —
los campos vectoriales mapean campos escalares a campos escalares — cé6mo hacemos entonces
para que funcione la definicion de producto tensorial ("tensor product”)? La respuesta es
simplemente que lo interpretemos como lo destaca este ejemplo.

Ejemplo 6.5.2. Sea T un campo tensorial-(1, 1) suave dado por T'= X ® a. Su acciéon como
mapa es dada por

TB,Y)=(X@a)(8,Y) =B : X)((@:Y)=(:X)e(a:Y),

para B € 'T*M, Y € I'T’ M y donde hemos usado el hecho de que el producto tensor de dos
campos escalares es justo su multiplicacion, e.

Observacion 6.5.3. De aqui en adelante diremos simplemente campo vector/covector /tensor
cuando nos refiramos a un campo suave. Es simplemente para aligerar la cantidad de palabras.

12Como ejemplos, ver el capitulo 14 de mis notas del curso de Quantum Theory del Dr. Schuller.



7 Conexiones

Hasta ahora, todo lo que hemos desarrollado ha sido algo que hemos introducido a mano,
p. €j. hemos proporcionado una topologia en nuestro conjunto (set). Como veremos maés
adelante en el curso, las ecuaciones de Einstein nos daran en realidad conexion' para nuestra
variedad (manifold), y por eso es la fisica que proporciona esta estructura. Sin embargo,
seguiremos adelante en un sentido matemaético y definiremos las conexiones de esta manera

Observacion 7.0.1. Realmente en lo que estamos interesados es en las llamadas derivadas co-
variantes, las cuales son técnicamente algo diferentes de las conexiones. Sin embargo, esta
diferencia no se manifestara aqui, por lo que utilizaremos ambos términos de manera inter-
cambiable.

Notacion. Vamos a deshacer la notacion sobre el etiquetado de los campos vectoriales (" Vector
fields") mediante letras griegas y usaremos simplemente X, Y, Z para los campos vectoriales.
Hacemos esto porque en adelante solo consideraremos campos vectoriales desde este punto
de vista. Si usamos un vector en algin punto, quedara claro que usaremos la notacién para
la acciéon de un vector (que esta entre paréntesis normales) mientras que para los campos
vectoriales seguiremos usando la notacién de paréntesis angulares.

Hasta ahora hemos visto que un campo vectorial X puede ser usado para proporcionar
una derivada direccional X (f) de una funcion f € C°°(M). Para acordarnos de que estamos
tratando con derivadas direccionales, introduciremos una nueva notacion

Vxf=X(f)
Esto realmente parece una notacién masiva excesiva: tenemos tres expresiones equivalentes,
Vxf=X(f)=df : X.

Sin embargo, aunque las evaluaciones son iguales, los tres objetos son diferentes como mapas.
Es decir

X : C®(M) = C®(M),

df :TTM = C°(M).

Con respecto a Vi, que como un mapa

Vx : C®(M) = C®°(M),

parece ser exactamente lo mismo que X. Es cierto, pero resulta que realmente podemos
extender la definicion de Vx para que sea un mapa de un campo tensor-(r,s) a un campo
tensor-(r, s),lo cual X no puede hacer.

'En realidad es un camino un poco mas largo, via la llamada métrica, pero ya veremos todo esto

48
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7.1 Derivadas Direccionales de Campos Tensores

Formulamos una lista de deseos de las propiedades que deberia tener Vyx actuando en un
campo tensorial. Esta lista de deseos podria no dar una tunica forma para Vx y puede haber
muchos objetos de este tipo que satisfagan las condiciones de nuestra lista de deseos. Sera
por tanto importante ejercitarnos en la forma de parametrizar esas estructuras de manera que
podamos escoger la mejor para las circunstancia que estamos considerando.

Definiciéon (Conexioén/Derivada Covariante). Una conexién lineal V en una variedad suave
(M, O, A) es un mapa que toma un par consistente en un vector (campo) X y un campo tensor
T -(r,s) y los envia a un (campo) tensor VxT-(p,q), que cumple:? para toda f € C®°(M) y
campos tensores T, S-(r, s)

(i) Accién en escalares; Vx f := X(f),
(ii) linealidad-+ en los campos tensores; Vx (T + S) = VxT + VxS,
(iii) Leibniz; p.ej. si T es un campo tensor (1,1), y w € TT*M,Y € TTM,
Vx(T(w,Y)) = (VxT)(w,Y) + T(Vxw,Y) + T(w, VxY).
Esto se extiende naturalmente a los tensores de orden superior, y
(iv) linealidad-fen el campo vector; Vy.x4yT = fVxT + VyT.

Observacion 7.1.1. El (campo) entre paréntesis en la definicion de arriba se pone porque sélo
es posible alimentar V con un vector (no con un campo vectorial) y obtener simplemente
un tensor definido en el mismo punto que el vector. Esto es importante aunque siempre
alimentamos un campo tensor. Esto es simplemente la extension del hecho que X(f) € R
mientras que X (f) € C°(M).

Lo que la nota de arriba realmente enfatiza es lo que la derivada covariante hace. Recorde-
mos que la derivada de algo corresponde a “comparar como ese algo cambia a medida que
avanzamos”. Si queremos tomar alguna forma de derivada de un campo tensorial, entonces,
obviamente tiene que estar definido en més de un punto (de manera que podamos tener dos
valores para comparar). Por eso tiene que ser un campo. La entrada inferior, sin embargo,
siempre nos dice la direccion en la queremos tomar esa derivada, y por eso Podemos consid-
erar un solo vector. Por eso la derivada covariante pregunta “cémo varia T a medida que se
mueve a lo largo de X7’ Si usamos solo un vector, el resultado que obtenemos nos dice como
cambia T a lo largo de X en ese punto. Sin embargo, si usamos un campo vectorial, lo que
obtenemos es como varia 1" a lo largo del campo vectorial X y de esa manera el resultado es
un campo.

Més adelante veremos una estructura de derivada diferente, la derivada de Lie, que requiere
conocer ambos Ty X en una vecindad y por eso no funciona para X como vector.

2 Asumimos que esto es un campo vectorial por la notaciéon usada en estas condiciones. Para un vector
simplemente remplazar el paréntesis angular por el normal y remplazar f en la condicion (iv) por A € R.
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Ejercicio

La condicion (iii) se da también de forma diferente. Asi
Vx(S®R)=(VxS)®@ R+ S® (VxR).

Esto hace que el nombre Leibniz ¢ parezca méas razonable. Probar que la expresién de
arriba puede ser derivada de la condicion (iii).
Pista: Sea T =W Ry para W € I'TM ey € I'*T M y a continuacion usar el resultado

Vx(w: W)= (Vxw): W+w: (VxW),

que se obtiene de aplicar la condicion (i1i) a un campo covector.

“Recordemos que Leibniz basicamente significa una extension de la regla del producto.

Ejercicio

Mostrar que las condiciones (ii)-(iv) se satisfacen para un campo tensor-(0,0), es decir
para una f € C*°(M).

Pista: Usar el hecho de que f ® g = f o g, donde o es la multiplicacion en el anillo.
Nota, si ha solucionado los otros ejercicios bdsicamente estd hecho!

Pista 2: Si estd atascado, estd cuestion estd resuelta en el tutorial.

Observacion 7.1.2. Hemos mostrado/argumentado que Vx es la extension de la accion de X,
por lo que es natural hacer la pregunta ‘qué es V en si misma?’ La respuesta es simplemente
que es la extension de d. Vemos esto directamente de Vx f = X(f) =df : X.

Definiciéon (Variedad Afin ("Affine manifold"). Decimos que una variedad con conexion,
o variedad afin, es la cuadrupla de estructuras (M, O, A, V).

7.2 Nueva Estructura en (M, O, A) requerida para Fijar V

La pregunta que queremos responder es si un unico o diferentes Vs daran el mismo resultado.
En otras palabras, cuanta libertad tenemos al elegir V?°
Consideremos la accion de un campo vectorial X en otro campo vectorial Y. Para poder

3Hay un debate méas genérico y agradable en el libro de Wald, Seccion 3.1 (pags 32-34).



SESION 7. CONEXIONES 51

hacer el calculo introducimos una carta (U, x).

oz ax‘]
=X Yl —
X va?ci ( 8x3>

:Xi(Van>(£j+Xin<V ) 2 )

oz* Bt ax]

. J .y
0 xivi(v )

.0

Ozt OxJ 227 07

= X(Yﬂ'>i + X7 <v@_ 8)

oxJ ot Oxd
Donde hemos usado los axiomas para la conexién a lo largo del camino. Ahora, qué hacemos
con el ultimo término? Bien, esto es la derivada covariante de un campo vectorial, y por
eso sabemos que debe ser un campo vectorial. Podemos entonces expandir esto en la base
inducida por la carta y asignar coeficientes, que llamaremos I'"". Estos coeficientes realmente
necesitaran unos indices covariantes ¢ y j de manera que no sean rotos por el convenio de
sumacién. Entonces tenemos

0 . 0
<Vaii ax> = igm

Estos coeficientes son denominados las funciones de coeficiente de conexién de V con
respecto a la carta (U, xz).* Noétese que hemos escrito el indice j antes que el indice i arriba, esto

es importante destacar ya que, todavia, no tenemos ninguna condicién de simetria F@)ji =

re.. .
(z)ig
Podemos escribirlo mediante la siguiente definicion.
Definicién (Funciones de Coeficiente de Conexion). Sea (M, O, A, V) una variedad afin y sea
(U,x) € A. Las funciones de coeficiente de conexion, de ahora en adelante simplemente
‘las I's’, son las muchas funciones (dim M)?3

Tl U —R

i 9
P [dm : <vz>ik8xj>L'

., = . . .
Observacion 7.2.1. Podemos ver® como las dos expresiones para los I's son equivalentes imag-

inando que ’invierten’ la accién de dz’ para que asi se convierta en una 8?& en el lado derecho.

Y ahora, insertando las I's en la expresion para VxY y etiquetando de nuevo los indices,
podemos expresar el lado derecho como (...)" 8‘;;;-, y asi extraer el componente de la derivada.
Obtenemos

(VxY)' = X(Y') + XIYFT,)

“Notese el subindice (), para recordarnos que esta definido con respecto a la carta.
®Concedido mas bien levantando la mano, como se presenta aqui.
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Entonces la respuesta a la pregunta cuanta libertad nos queda es I's; es decir que podemos
decir exactamente qué V estamos usando diciendo cuéles I's. Claramente esto solo funciona
en el dominio de la carta U C M y es ahi donde estan definidas las I's. Ahora se podria decir
‘espera, s6lo sabemos que esto sélo nos dara la derivada covariante de un campo vectorial, y la
derivada covariante de los diferentes tensores ? Seguramente necesitaremos muchos términos
para hallarlas!” Felizmente la respuesta es que no, y que basta simplemente con conocer las
I's. Para ver esto, consideremos lo siguiente.
Si quisiéramos resolver la accién en un elemento base de covector dz?, podriamos hacer lo
mismo de arriba y expandir el resultado en la base. Es decir
V o do) =©7 , da®
37 (z)ki )
donde las ©s (thetas) estan definidas por esta expresion. Queremos mostrar que realmente
podemos expresar estas Os en términos de las I's. Para hacer esto, consideremos lo siguiente:

9 . 0 , 0
J. _ Jy . J .
vaii <d:v : k> = (Vaiidx ) o +dx? <vaii k>

Vo 8, = 6], ,dx": I (rf 0 )

J _ _T1J

v asi conocidas las I's se puede conocer también la acciéon de la derivada covariante en un
campo covector.
Podemos usar el siguiente nemoénico: "cuando actiia en un campo vectorial, obtenemos un
signo mas, cuando actia en un covector obtenemos un signo menos." Resumiendo, tenemos
i ) 7 kxsj
(VxY)' = X(Y") + I, , XYY,
_ N T k.
(Vxw); = X (wi) Ll X " ws.
Hay que fijarse bien en la colocacién de los indices, es muy importante conocer el método
de saber qué indice corresponde a qué término (es decir la X 0 Y u w). Una forma facil de
hacerlo es pensar en la convencién de sumaciéon y entonces saber que el indice en lo que estés
derivando cambia. Entonces recordar simplemente que el segundo indice inferior de las I's
siempre corresponde al indice de X.
Y respecto a los tensores de orden superior? La respuesta obviamente es simplemente usar
la regla de Leibniz. Por ejemplo, para un campo tensor 7- (1,2) tenemos

(VxT)'yp, = X(T") + F’@mgXeijk ~T( X Tl = T X T o

Cada término es la contribucion de uno de los indices en el lado izquierdo. Consideramos esa
formula de indices y dejamos los otros dos sin tocar.

Mostrar que el resultado anterior estd obtenido de hecho a partir de la férmula de
Leibniz.
Pista: SeaT =Y Qw®~v paraY € I'TM yw,v e T'T*M.
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Observacion 7.2.2. Podemos usar las I's para definir lo que entendemos por un espacio eu-
clideo. Sea M = R? equipado con la topologia estandar Oy y un atlas suave A. Definimos el
espacio euclideo para que sea esta variedad suave equipada con una conexién de manera que
sea posible encontrar una carta (U, x) € A tal que

para todo i, j,k € {1,...,dim M}. Noétese que decimos ‘es posible encontrar una carta’ tal
que esto suceda. Como veremos, s6lo porque las I's desaparezcan en una carta no significan
que también desapareceran en otra (es decir, no son tensores!). Extenderemos también este
concepto del espacio euclideo para definir la extensién del espaciotiempo conocida como espa-
ciotiempo Minkowski, que es un espaciotiempo intrinsecamente plano. Damos aqui una pista
sobre lo que las derivadas covariantes hacen: detectan la curvatura.

Notacion. (i) De ahora en adelante, salvo que el contexto lo requiera (p.ej. considerando
el cambio de cartas), quitaremos el subindice (z) de las I's para aligerar la notacion.

(ii) Y de nuevo, salvo que el contexto lo requiera, usaremos también la notacion

Vi::Vi_.

oz

Definicion (Divergencia del Campo Vectorial). Sea X un campo vectorial en una variedad
suave afin (M, 0, A, V). La divergencia de X es la funcion

divX := (V;X)".

Afirmacion 7.2.8. La definicion anterior es independiente de la carta.

7.3 Cambio de ['s Bajo Cambio de Carta

Hemos definido hasta ahora las I's en U C M, y obviamente queremos extender esto para
que sea una definiciéon global en todas las M. Hacemos esto considerando el solape de cartas
y requiere compatibilidad.

Asumamos que tenemos una variedad afin (M, O, A, V) y consideremos dos carta (U, z)
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y (V,y) con UNV # (). Deseamos relacionar las I's en estas cartas.

Liyyjn = ay": <Va¢; ayk)

B 0y’ a. ox® 0
= ™ <Vaykax)

B 0y’ q. (02 O JOox*\ O ox® , 0

~ oae ™ ‘<W[W<W€>W+8zﬂ“<vaﬂaws>b
oy, (02 O [Ox*\ O ox* . 0

" o™ <8yj[0ﬂ’<8y’“>8xs +0y’“r‘m)s”8wm]>

oy oxP (0 /Ox® ox?®

oyt 0xP 0 [0z Oyt OxP Ox* q
~ ey 0\ ) ot o oo
oyt 9 0ozt Oyt OxP Ox* q
g\ ) * 0% o o o
oyt 9%xd Oy’ OxP Ox* q

51 Dyi0g" 0t Oy Oy (0

donde para obtener la pentltima linea hemos usado la regla del cambio de cartas, es decir®

OxP 0 0

o a7~ 0y

y donde hemos introducido la notacion ”

a9 fou
dyioyk = oyi \ oyk /”

Notese que si la expresion fuese simplemente

: Oyt 0P dx*
1 = 07 7 G e

dirfamos ‘ah! esto es una transformacion de componentes de un tensor-(1,2)!” Sin embargo,
este no es el tnico término, y asi vemos que las I's no son tensores! El segundo término tiene
otra implicacion muy importante: dado que en él no hay término I'(,) presente, simplemente
porque las I',) se desvanecen, lo que no quiere decir que desaparezcan en otra carta para la
misma variedad. Es decir, simplemente mediante una transformacién no lineal podemos intro-
ducir I's en nuestro sistema. Esto es de lo que trataba el comentario en la Observacion 7.2.2,
s6lo podemos hablar de la existencia de una carta tal que las I's desaparezcan, ya que no
despareceran en todas las cartas .

5Este es un paso importante ya que necesitamos que ambas derivadas sean con respecto a la misma etiqueta
de la carta (y) de manera que nos permita usar la regla de Schwartz para cambiar el orden de diferenciacion.
"Obviamente, esta notacion es solamente para derivadas parciales, pero recordemos que las fracciones g ;fl

no significan derivadas parciales, significan la expresion que hemos definido antes.
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Observacion 7.3.1. Notese que en transformaciones lineales (también conocidas como mapas
afines) las I's se comportan como los componentes de un tensor-(1,2) ya que la segunda
derivada desapareceri. Esta es una de las razones por la que la gente opta por limitarse a
transformaciones lineales en posicion en la relatividad especial.

La condicién anterior es nuestra condicién de compatibilidad para las regiones solapadas
con el fin de que las I's puedan ser definidas globalmente. Ya que esto es nuestra condicién de
compatibilidad de cartas, solamente podremos hacer desaparecer las I's localmente, es decir,
dentro de una carta.®

Observacion 7.3.2. Técnicamente hablando, es la parte simétrica (la que indicamos con parén-
tesis regular alrededor de los indices simétricos) de las I's que no son los componentes de un
tensor. La parte antisimétrica F’(y)[jk], la cual significa

i _ i
Tk = Ty
son los componentes de un tensor-(1,2). Se ve esto simplemente por el hecho de que

024 024
Oyioyk — Oykoys’

Entonces si tenemos una parte antisimétrica no-desvaneciente para las I's no podemos usar
una transformaciéon de cartas para removerlo. Resulta que la parte antisimétrica de las I's
se desvanece cuando tenemos el sistema llamado libre de torsion (torsion free)?. Por tanto,
si nos limitamos a cartas libres de torsiéon, podriamos entonces usar una transformaciéon de
cartas para obtener I's que desaparecen localmente.

7.4 Coordenadas normales

Sea (M, O, A, V) una variedad afin arbitraria y sea p € M. Podemos entonces construir una
carta (U,z) € A con p € U tal que'”

(@r® =0.

Esto nos indica que podemos hacer desaparecer las I's en el punto p € M, no que necesaria-
mente las hagamos desaparecer en algtn vecindario de p.!!

Proof. Sea (V,y) € A una carta cualquiera con p € V. Entonces, en general, la F’@) (jk) # 0.
Consideremos entonces una nueva carta (U, x) a la cual llegamos en virtud de
i

- i L
(zoy (ol ...a%) :=a' - ia]akr(y)(jk)(p).

8 Algunas variedades, como el espaciotiempo Minkowski, se pueden cubrir con una sola carta y por eso
podemos conseguir que las I's puedan desaparecer globalmente.

9Trataremos esto brevemente mas adelante.

"De nuevo, el paréntesis indica la parte simétrica: Fém(jk) = %(Féz)jk — Féz)kj).

"Esto significa que en general no podemos poner a cero derivadas de las T's.
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Entonces

ozt i1
<8yj>p =0i(w oy )‘(alw-va”)

= 05 = "Ly (P)
02z’ > :
— (o557) = Tl o
Ok oy , W) (Gk)

Ahora podemos elegir, sin pérdida de generalidad, la carta (V,y) tal que y(p) = (0, ...,0), y
entonces tenemos

i _ i i _ i
(@)t (P) = Ly (P) = Ty iy () = Ty g (0)
y asi s6lo tenemos una contribucién antisimétrica, por lo tanto la parte simétrica desaparece.

O

Terminologia. La carta (U, x) es denominada una carta de coordenadas normales de V
enp e M.



8 Transporte Paralelo & Curvatura

Consideremos el siguiente experimento: sittiese en una superficie y extienda su brazo directa-
mente frente a usted. Tome una nota mental de hacia donde apunta el brazo. Ahora pasee
alrededor de la habitacién, pero hagalo de manera que no se le permite rotar el cuerpo o mover
la posicién del brazo con respecto a su térax. Asi que si quiere moverse hacia la izquierda
contintie mirando hacia adelante con su brazo apuntando hacia adelante y simplemente dé
un paso a la izquierda. Pasee de esta manera por la habitacién todo el tiempo que quiera y
finalmente vuelva a la posicién inicial. Compare ahora si su brazo apunta a donde apuntaba
previamente. Con tal de que haya seguido las instrucciones, si esta en una superficie plana su
brazo apuntaré en la misma direccién que apuntaba al principio. Si estuviera en una superficie
curva, es posible que su brazo ahora estaria apuntando en una direcciéon diferente.

Para comprobar que lo anterior es cierto, supongamos que la superficie es la superficie
de la tierra. Imagine que empieza en el Polo Norte. Entonces camina' directamente hacia
adelante hasta que alcanza el ecuador. Ahora dé un paso lateral hacia su derecha un cuarto
de vuelta alrededor del ecuador. Finalmente camine hacia atras hasta llegar de nuevo al Polo
Norte. Su brazo apuntara ahora a un angulo de 90 grados (hacia la derecha) respecto a como
estaba inicialmente.

Mateméaticamente, estamos hablando de la derivada direccional de un campo vectorial.
En el plano el campo vectorial no cambia sea cual sea el camino que tome, y por eso las
instrucciones de como caminar son simplemente

Vo, X =0

donde y es el camino que toma y X es el campo vectorial formado por sus brazos.
Las instrucciones en la esfera son las mismas, pero el resultado es diferente. Esto nos
da una primera pista de que la derivada covariante de alguna manera codifica la curvatura

'En este experimento puede caminar sobre el agua, y no existen edificios, montafias, etc. en su camino.

57
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(intrinseca) de la superficie. A partir de aqui ya podemos convencernos de que es la conexion
lo que da ’forma’ a la variedad. Es decir, ambas la esfera y la patata tienen (52,0, .A) como
variedades topologicas, pero tienen diferente curvatura y por tanto diferentes conexiones,
Vestera ¥ Vpatata. El objetivo de esta sesion ("lecture”) es ver esto con mas precision.

8.1 Paralelismo de Campos Vectoriales

En esta sesiéon asumiremos que ya hemos elegido una conexién para nuestra variedad y por lo
tanto estamos tratando con una variedad suave afin (M, O, A, V).

Definicién (Transportado paralelamente). Se dice que un campo vectorial X en M es trans-
portado paralelamente a lo largo de una curva suave v : R — M si

Vo, X =0.

Observacion 8.1.1. Notese en este punto que no necesitamos que la ranura inferior ("lower
slot") sea un campo vectorial en toda la variedad M, por lo que v, es s6lo un campo vectorial
sobre la imagen de la curva.

También tenemos una condicién algo més débil.

Definiciéon (Paralelo). Se dice que un campo vectorial X en M es paralelo a lo largo de
una curva v : R = M si
Vo, X =p- X,

para una funcion suave u : R — R. Especificado a nivel de punto ("pointwise”), es decir
(vvme)y(A) = (A - Xy0n)-

Notese par que un campo vectorial transportado sea paralelo — elegir simplemente () = 0
para toda A.

Ejemplo 8.1.2. Sea nuestra variedad afin suave en el plano euclideo (R?, 0, A, V). El dibujo
de abajo a la izquierda es un campo vectorial transportado paralelamente, la figura del medio
es un campo vectorial paralelo y el de la derecha ni siquiera es paralelo.

En la figura del centro es importante que el campo vectorial desaparezca entre los puntos
cuando apunta hacia arriba o hacia abajo , ya que u : R — R es suave.
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Observacion 8.1.3. Es tentador observar el ejemplo de arriba y pensar que la longitud del
campo vectorial es constante para un campo vectorial transportado paralelamente mientras
que la longitud puede cambiar en un campo vectorial paralelo. Aunque esto sea correcto
intuitivamente, por ahora no tenemos ni idea de cémo medir una longitud y por eso no tiene
sentido hablar de una longitud que permanece igual o cambia. Es simplemente la conexién la
que nos da los dibujos anteriores.

8.2 Curvas Transportadas Autoparalelamente

Como el nombre sugiere, una curva autoparalelamente transportada es aquella que es trans-
portada paralelamente a lo largo de si misma. Lo que esto significa es tomar el punto de
arranque de la curva, mirar a su vector tangente y entonces decirle a la curva que siga esa
direcciéon. Y repetir esto para cada punto de la curva. Usando la analogia con la "persona-
con-su-brazo -extendido", seria como decir ‘siga adonde apunta el brazo’.

Esto nos permite hacer una importante reflexiéon intuitiva: estamos trabajando a lo largo
de la curva mds directa entre dos puntos. Noétese que decimos mas directa y no més corta,
ya que todavia no tenemos una idea de la longitud. No6tese también que la linea mas directa
podria no aparecer recta vista desde arriba. Es decir, si insertamos la variedad en otra de
mayor dimensién y a continuacién miramos justo a la curva, podria parecer curvada. Por
ejemplo, en la esfera una linea recta traza una porcién de un circulo alrededor de la esfera.
Esta linea no se ve recta en la incrustacion euclidea, sin embargo en la superficie es la linea
mas recta. Escribamos esto de manera mas formal.

Definiciéon (Transportado Autoparalelamnete). Se dice que una curva suave v : R — M es
transportada autoparalelamente si

Vo, vy =0.
Definicién. Una curva suave v : R = M se llama un autoparalelo si
Vo, Uy = 11+ 0y

Ejemplo 8.2.1. Consideremos de nuevo el plano euclideo (R?, O, A, VE). Si representamos
cambios de parametros iguales mediante guiones o trazos en nuestros dibujos, tenemos las
figuras siguientes, donde la de la izquierda es una curva transportada autoparalelamente y la
de la derecha es simplemente un autoparalelo.

/ e
/ ,’
/ /
/ /

Observacion 8.2.2. La curva de arriba transportada autoparalelamente es lo que podemos
pensar como una "curva recta uniforme", y la autoparalela es simplemente una curva recta.
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Esto nos lleva a la siguiente buena reflexiéon. Recordemos que la primera ley de Newton se
refiere a un cuerpo en movimiento que se mueve en ausencia de fuerzas a lo largo de un
camino recto uniforme . Vemos, entonces, que lo que la primera ley de Newton dice es que
esos cuerpos son transportados autoparalelamente. Podriamos entonces hacer un experimento
como ese y usar el resultado para trabajar hacia atras y determinar cuél es la conexiéon. Es
decir, el primer axioma de Newton es una prescripcién de medida para nuestra geometria.

Terminologia. La gente también se refiere a campos vectoriales transportados autoparalela-
mente como simplemente autoparalelos. Como hemos visto esto realmente significa una curva
en la que so6lo requerimos que la parte derecha sea proporcional punto-por-punto a v,. A
pesar de esto, en estas clases adoptaremos esta terminologia y (salvo que el caso lo requiera
especificamente) nos referiremos simplemente a autoparalelos, cuando realmente queremos
decir transportado autoparalelamente.

8.3 Ecuacion autoparalela

Consideremos un autoparalelo v : R — M y consideremos la porcién de curva que cae en
U € M donde (U,r) € A. Nos gustarfa expresar la condiciéon V, v, = 0 en términos de
cartas representativas de los objetos. La parte izquierda es un campo vectorial (a lo largo de
7v) y asi podemos expresar v, en la carta como

. 9
) = A () (axm ) "l

Entonces tenemos (suprimiendo (z) por conveniencia de notacion)

o (D
Vo, vy = V,,ym.(amam) [’Y(I) . <8x")]
oy" 0
_sm Y LM AN
ox™ Jx™ T

nm .
Ox4

Ahora, todos los indices son sumados y asi podemos libremente renombrar n — ¢ en el primer

término, y usando 4" := 'm% obtenemos
N
oty = (344" ) 52

Ahora bien , sabemos que los elementos base son linealmente independientes y por tanto la
condicion de transportado autoparalelamente (reinsertando todas las (z)s y las(\)s)

Véx)(/\) + Fém)jk‘7()\)7&)(/\);7{35)(/\) =0,

que es la expresion en la carta de que la curva ()\) sea transportada autoparalelamente. Esta
ecuacién es muy importante en fisica, como empezaremos a ver en la préxima sesion.

Observacion 8.53.1. Sabemos que la ecuacion autoparalelo completa se transforma como un
vector (ya que viene de V,_ v,, que es un vector). Sin embargo ya hemos visto que las I's no
son vectores y por eso no se transforman adecuadamente. Vemos, entonces, que las 4 tampoco
deben ser un tensor en si, pero deben transformarse de manera que cancelen las partes malas
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de las I's. Este es un hecho importante a tener en cuenta, ya que a veces estamos tentados a
llamar 4 a la aceleracion a lo largo de «y, pero no lo es (ya que la aceleracion es un vector). De
hecho la aceleracion es la ecuacién autoparalelo completa. Este resultado es realmente bueno
para nosotros ya que nos dice que que la condicién para una linea recta es que la aceleracion
a lo largo de la linea se desvanezca! Es solamente en un espacio plano, donde llevamos todas
las I's para que desaparezcan, que recuperamos a = 7. Para enfatizar, escribimos también
esto en la siguiente definicion. Volveremos a la aceleracion al final de esta sesion.

Definicion (Aceleracion). Sea vy : R — M una curva suave en una variedad afin (M, O, A, V),
y sea v, un campo velocidad a lo largo de «. Entonces, el campo aceleracion a lo largo de
v viene dado por

Ay = Vy vy

Ejemplo 8.3.2. Consideremos el plano euclideo (R?,0, A, V) y la carta (U,z) = (R?, 1ge)
de forma que I‘é = 0 para todas 7,7,k = 1,2. Entonces la ecuacién autoparalelo reza
simplemente

x)j
N =0 = A\ =aA+1,

donde a’,b* € R. Esto es lo que normalmente entendemos por la ecuaciéon de una linea recta.
Notese, sin embargo, que esto solo es valido en esta carta. Si hiciéramos la transformaciéon a
coordenadas polares las I's no desparecerian por lo que la expresiéon para ~ serfa diferente.

Ejemplo 8.3.8. Consideremos ahora la llamada esfera redonda® (5%, 0, A, Viedonda) ¥ la carta
(U,z) con z(p) = (0,¢), donde 6 € (0,7) y ¢ € (0,27), que son las coordenadas esféricas
usuales.?

Definimos Vyeqonda que sea tal que

1 . ) )
F(w)22‘$71(9,¢) = —sinfcos?, F(x)12‘1‘71(9,<p) =T ‘fl(g’(p) = cot f,

y las otras I's desaparecen. Si introducimos ahora la notacion poco rigurosa ("sloppy"))

entonces la ecuacién autoparalelo reza asi

6 + T (1220 = 6 — sin(6) cos(8)pp = 0
B+ 207,)1090 = & + 2cot(6) @6 = 0.

Veamos a hora las soluciones de estas ecuaciones. Una solucién es
0N == v  p\)=w- A+ o,

para w, g € R, que es comprobada por sustituciéon directa. Estas ecuaciones corresponden
justamente a circular alrededor del ecuador, a velocidad constante.

2Es decir una esfera perfecta, pero aqui ‘redonda’ nos indica que debemos usar la conexién que la hace asf,
y no, digamos, la de la patata.

3Es decir 6 es el angulo desde el eje-z y ¢ el angulo desde el eje-z. Notese que los ejes-z, y, z son realmente
un sistema de coordenadas en si mismos.
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Podemos constatar que una curva que da la vuelta a la esfera (por ejemplo, del Polo
Norte al Polo Sur y vuelta) satisface estas ecuaciones. Asi vemos que las curvas maés rectas
(es decir, las que satisfacen la ecuacién autoparalelo) en la esfera redonda son precisamente
las que dan toda la vuelta completa. Por esto la eleccion de las I's corresponde a la esfera
redonda; entendemos una esfera redonda como aquella cuyas lineas rectas se comportan de
esta manera.

Observacion 8.8.4. Técnicamente el tltimo ejemplo es algo inexacto. Esto es porque el do-

minio de la carta U no cubre toda la esfera redonda sino que necesariamente debe omitir los
dos puntos antipodas (por ejemplo el los polos Norte y Sur) y una linea recta que los conecte
(p.€j. una linea de longitud). Sin embargo, los resultados del ejercicio atn son claros.

Mostrar que la declaraciéon de la nota anterior es cierta: que U debe omitir los dos
puntos antipodas y la linea recta que los conecta.

8.4 Torsion

Pregunta: Podemos usar V para definir tensores en (M, 0, A, V)?
Respuesta: Si.

Definicion (Torsion). La torsion de una conexion V es el campo tensor-(1,2)

T(w,X,Y) :=w: (VxY - VyX — [X,Y]),

donde [-,-] : TTM x TTM — T'TM es el conmutador® en I'T M dado por
[X,YI(f) = XY (f) = Y(X(f)).

Probar que T es lineal-C*™ en cada entrada, lo cual se requiere para que T sea un
tensor.

Definiciéon (Conexiéon Libre de Torsion). Una variedad afin (M, 0, A, V) es denominada
libre de torsion si el tensor torsiéon T' desaparece por todas partes. Se puede decir también
que la conexion es libre de torsion. A menudo se escribe asi

VxY — VyX = [X,Y]

para todo X,Y € I'T M.

Mostrar que una variedad libre de torsion es aquella tal que las I's son puramente
simétricas. Es decir mostrar I"[4) :

Pista: Calcular T'y, = T(dl‘ia 32a» %)

4De hecho, este es un corchete de Lie restringiendo a linealidad-R en lugar de linealidad-C*°, y define el
algebra de Lie de campos vectoriales. Lo veremos en la sesién 11.
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Observacion 8.4.1. El ejercicio anterior es exactamente el resultado que tratamos cuando in-
trodujimos las I's por primera vez, que comentamos que sélo podian remover la parte simétrica
mediante transformacién en la carta.

Se ha tratado de atribuir un significado fisico a la torsion (p.ej. la "Estructura Espaci-
otiempo" de Schrodinger) pero no lo contemplamos asi en la teoria estandar de la relatividad
general y asi desde este punto en adelante en las sesiones” sélo usaremos conexiones libres de
torsion.

8.5 Curvatura

Hay otro tensor, mas importante, que podemos definir usando nuestra conexion.

Definiciéon (Curvatura Riemann). La Curvatura Riemann de una conexiéon V es el campo
tensor-(1, 3)
Riem(w,Z,X,Y) :==w: (VxVyZ — VyVxZ — V[X,Y}Z).

Notese el orden de las entradas, es (Z, X,Y), no (X,Y, Z), es simplemente una convencion
que hace que la parte derecha se vea mas ordenada.

Definicion (Curvatura de Ricci). sea Riem el tensor de curvatura Riemann de una conexion
V. Definimos el tensor de curvatura Ricci como el campo tensor-(0, 2)

Ric(X,Y) := Riem(e", Y, X, Z,),
donde e : Z;, = ¢}
En términos de componentes® el tensor de curvatura de Ricci viene dado por
Ricgp := Riem€ .

Notacion. Hemos definido el tensor de curvatura de Riemann con el simbolo Riem y la cur-
vatura de Ricci con el simbolo Ric. En la literatura a menudo vemos el simbolo R usado
para ambos tensores. Esto se hace asi porque normalmente miramos a los componentes y se
puede deducir facilmente de cuél se trata basado en eso. Sin embargo, como veremos, hay un
tercer objeto llamado el escalar Ricci (que no lo podemos definir hasta que hayamos definido
la métrica) que denominamos R. Dado que este es un escalar, no tiene indices y aparece sim-
plemente como R. Hemos decidido, pues, usar Riem y Ric en estas notas para evitar posibles
confusiones.

Mostrar que Riem es lineal-C* e todas sus entradas.

5 Aunque no en los tutoriales.
5Véase el tutorial sobre los componentes de Riem.
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Mostrar que Riem es antisimétrico en sus dos tultimas entradas. Es decir
Riem(w, Z, X,Y) = —Riem(w, Z,Y, X).

Usar el segundo resultado para mostrar que Riem tiene d*(d — 1)/2 componentes inde-
pendientes.
Pista: Las dos seqgundas partes se dan en el video tutorial

Notacién. Cuando no exista confusiéon sobre qué base” esta siendo usada, usaremos la notacion
abreviada

Vo=V s .
oz
A la luz de esto, deberfamos usar también la notacién abreviada
0
Oy 1= .
ox®

Esto ultimo es sutil ya que tenemos que recordar que la parte derecha de la expresion se define
en términos de derivadas parciales, las cuales se representan como 0;.

Una relevancia algebraica de Riem es lo siguiente. Tenemos el resultado
VxVyZ —VyVxZ = Riem(-, Z,X,Y) + Vx y)Z.
Si consideramos una carta (U, z) y hacemos X = 0, y Y = 0, se convierte en
(VoVZ)™ — (VpVeZ)™ = Riem™,, 0 2",
donde hemos usado [0, 0] = 0.

Afirmacion 8.5.1. El corchete de Lie [X, Y] contesta la pregunta "como de bien pueden los
campos vectoriales X y Y ser campos vectoriales coordenados". Es decir, esto nos dice que
si tendemos X e Y uno sobre otro, formaran una cuadricula (grid)? Graficamente, es como
preguntar "se cerrard la forma cuadrada negra?". Si [X,Y] = 0 entonces la respuesta es
afirmativa.

"Es decir, cuando estamos tratando con una sola base. Si hay mas de una (P.ej. un célculo de cambio de
bases) es fundamental fijarse en qué indices son para qué bases.
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A partir de esta afirmacién podemos obtener un bonito concepto geométrico de la cur-
vatura de Riemann. La parte izquierda (V,V,Z — VV,Z) toma el vector Z de la esquina
inferior de la figura en negro y alrededor en la direccion de las flechas dibujadas (nétese que el
signo menos significa que hacia abajo de la X y a la izquierda de la Y'). Si Riem desaparece,
el resultado es que la Z transportada y la Z inicial coinciden, y por lo tanto no nos hemos
desplazado por la curva (recordemos que el transporte paralelo en una superficie curva es de-
pendiente de la trayectoria). Mientras que si Riem no desvanece, entonces el Z transportado
no es el mismo que el Z inicial por lo que hemos tenido que ir por la curvatura. En conse-
cuencia, el tensor de curvatura de Riemann codifica informacion acerca de la curvatura de la
variedad (de ahi su nombre!).

Observacion 8.5.2. Notese que hemos usado una carta para obtener el resultado anterior y
por eso podriamos estar preocupados porque Riem desaparezca en una carta y no en otra
(p.ej. Cartesianas a polares). La respuesta obviamente es que esto no puede suceder porque
es un tensor y por eso si desaparece en una carta tiene que desaparecer en todas las cartas.

Lema 8.5.3. El tensor de Riemann satisface la tidentidad Bianchi diferencial,
(VaRiem)(w, Z, B,C) 4+ (VgRiem)(w, Z,C, A) + (Vo Riem)(w, Z, A, B) =0,
donde V es libre de torsion. En forma de componentes se escribe ast

Vc]“?vwzab + Vaszbc + vawzca =0

Ejercicio

Probar que se cumple la identidad Bianchi.

Pista (del tutorial): Empezar reescribiendo solo el primer término mediante el uso
repetido de la regla Leibniz rule y el uso una vez de la definicion del tensor de Riemann.
A partir de este resultado, generar los términos sequndo y tercero mediante la mera
sustitucion ciclica de los vectores apropiados. El resto es una sistemdtica y disciplinada
eliminacion de términos.




9 El Espacio Newtoniano es Curvo

El titulo de esta sesién parece chocante: no era plano el espacio Newtoniano? La respuesta
es ’si lo es en la formulacion estdndar.” El objetivo de esta sesién es expresar el espaci-
otiempo newtoniano de una manera nueva de forma que la gravedad se manifieste ella misma
como curvatura. Es importante senalar que esto no es relatividad especial, es simplemente
espaciotiempo newtoniano.

Nuestro argumento va a girar alrededor de mostrar que la gravedad no debe ser considerada
como una fuerza sino que en cambio debe ser considerada como codificada en la curvatura del
espaciotiempo.

Recordemos las primeras dos leyes de Newton:

(I) Un cuerpo en el que no actia ninguna fuerza se mueve uniformemente a lo largo de una
linea recta.

(IT) La desviacion del movimiento de un cuerpo de la trayectoria recta es debida a una
fuerza, reducida por un factor de la masa reciproca del cuerpo.

Lo primero a tener en cuenta es que, si se lee como una prescripcion de lo que es un cuerpo, el
primer axioma es meramente un caso especifico del segundo (es decir, simplemente dejar que
la fuerza desaparezca en Newton II). Tenemos por tanto que leer el primer axioma de forma
diferente: Asumimos que una particula no experimenta ninguna fuerza y que usamos estas
particulas para comprobar experimentalmente lo que es una linea recta. El primer axioma es
una prescripcion de medida de la geometria.

El segundo punto importante a tener en cuenta es que, si entendemos la gravedad como
una fuerza, el primer axioma sélo es 1til si consideramos un universo en el que sblo vive
una particula. Es decir, la gravedad actiia universalmente en todos los objetos masivos y
por tanto, si tenemos dos particulas masivas en nuestro universo (lo cual nuestro Universo
claramente tiene !) ambas tiene que experimentar una fuerza, y asi pues Newton (I) se vuelve
inutil... A menos que dejemos de pensar en la gravedad como una fuerza.

Observacion 9.0.1. Se podria pensar que aqui somos un poco pedantes y decir simplemente ‘oh
ok, pero podemos usar simplemente Newton II y seguir nuestro alegre camino!” El problema
con esto es que Newton II habla de la desviaciéon de una linea recta , y sin Newton I no
sabemos lo que es una linea recta.’

'De otra manera no hay nadie mas que lea estas notas, y yo he perdido mi tiempo.
2Jaque mate.

66
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9.1 Pregunta de Laplace

Laplace plante6 la siguiente pregunta:

"Puede la gravedad ser codificada en la curvatura del espacio, de manera tal que sus efectos
indiquen si las particulas bajo la influencia de (ninguna otra) fuerza son postuladas a
moverse a lo largo de lineas rectas en este espacio curvo?"

La respuesta a esta pregunta es, desafortunadamente para Laplace, un rotundo "no".

Proof. Consideremos el punto de vista ’la gravedad como una fuerza’. Tenemos
mi*(t) = F* (x(t)),
para a = 1,2,3, y la ecuacién de Poisson para F'¢ = m f
—Ouf* = 4nGp.

Sustituyendo en F'* = m f vemos que no podemos cancelar las ms para conseguir una relacién
entre la aceleracion y la fuerza que sea independiente de la masa. Esto es un hecho verificado
experimentalmente (ver video en 16:50-20:00 si no estas familiarizado con ese experimento),
y al que se le ha dado el nombre de ‘principio de equivalencia débil’.

Por lo que la pregunta de Laplace’s se convierte en

#(1) — 17 (()) = 0
que tiene la forma de una ecuacién autoparalelo. Es decir, que es de la forma
F(t) 4+ &7 (1)@ ()T, (x(t)) = 07

La respuesta es no, porque f no es mas que una funciéon de z(t) y no de sus derivadas, pero
el segundo término en la ecuacién autoparalelo contiene derivadas. Junto con esto, las I's s6lo
dependen de z(t) y por eso no podemos cancelar esta dependencia de la velocidad, por lo que
no es posible igualar las dos expresiones.

Asi que no podemos encontrar I's tal que la ecuacion de Newton tome la la forma de un
autoparalelo, y debido a que las I's son lo que determina la conexién, que hemos visto que
estd relacionada con la curvatura, no podemos codificar el efecto de la gravedad como una
curvatura. O

9.2 La Plena sabiduria de Newton I

Acabamos de mostrar que la respuesta a la pregunta de Laplace era no, entonces por qué
preocuparnos por eso? La respuesta es que esto hace resaltar su fallo y entonces nos permite
ver lo que hay que cambiar para conseguir algo correcto. El problema es que Laplace no ley6
Newton I con el cuidado necesario. Newton I no s6lo habla de movimiento, sino de movimiento
uniforme.

Movimiento uniforme implica algo que se mueve en el tiempo asi como en el espacio. El
movimiento uniforme es trazado como una linea recta en el grafico espacio-tiempo, mientras
que el movimiento recto, pero no uniforme, viene dado por una curva.


https://www.youtube.com/watch?v=IBlCu1zgD4Y&list=PLFeEvEPtX_0S6vxxiiNPrJbLu9aK1UVC_&index=9
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- /
P .

x T
Movimiento recto y uniforme Movimiento recto, pero no-uniforme

Entonces, en una imagen del espaciotiempo, el movimiento recto, uniforme en el espacio
es simplemente movimiento recto. Asi que nuestra idea es alterar la pregunta de Laplace para

que sea "... curvatura del espaciotiempo, ...", y entonces repetir el proceso. Fijémonos de
nuevo en que que aqui estamos hablando de espaciotiempo newtoniano, esto no es relatividad
general!

Para el movimiento en el espacio tenfamos el movimiento de particulas dado por x : R —
R3. Tenemos que convertir esto en la linea del mundo, que obtenemos del mapa X : R — R?

dado por
’ X (1) = (b2 (£), 2(0),2%(1)) = (XO(), X (1), X*(8), X3 (1)).

No hemos hecho nada nuevo, simplemente hemos convertido la parametrizaciéon de la curva
(el 'tiempo’) en una coordenada y hemos considerado la representacion espaciotiempo.

Afirmacion 9.2.1. Haciendo esto, la respuesta a la pregunta de Laplace modificada, es "si".

Proof. Supongamos que (notese que aqui ahora es 2 mintiscula)
(1) = £ ((1)

para o = 1,2, 3, atin se mantiene. Y tenemos el resultado trivial

X0t) =1, = X%(t) =o.

Podemos reescribir la ecuaciéon de Newton en términos de X maytscula como?®

Xot) = fa(X(t)),
para o = 1,2,3. Ahora podemos multiplicar por X° (t) porque es igual a 1, y asi tenemos
X(t) — (X)X (1) X(t) = 0.

Ahora combinando esto con la ecuacion X O(t) = 0, vemos que tenemos una ecuacion autopar-
alelo
X% 4+ T XX =0

donde a,b,c = 0,1,2,3. Esto se ve eligiendo todas las I's para que desaparezcan todas menos

Faog = —fa Va = 1, 2, 3.

3Notese que f© (X (¢)) es una nueva funcioén, pero la definimos justo para que ignore la primera entrada.
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Esto podria ser un mecanismo de eleccién-coordenada, y asi ya podria transformarse. Resulta
que ese no es el caso, y se puede ver calculando los componentes del tensor de Riemann. Las
dnicas que no desaparecen son

Riemaoﬁg = —85(]"0‘>.

Como esto es un tensor, si no desaparece en una carta no debe desaparecer en ninguna. [

Observacion 9.2.2. Dado el tensor de Riemann al final de la demostracién anterior, ya pode-
mos calcular el tensor de Ricci, haciendo o = £,

Ricgg = —04(f),
lo cual, usando la ecuaciéon de Poisson nos da
Ricgg = 47 Gp.
Esta es realmente una de las llamadas ecuaciones de Einstein
Ricgy = 87 GTyo,

donde Tpg = p/2. T es conocido como el tensor energia-momento, que lo veremos més adelante
en mucho més detalle.

Observacion 9.2.3. Notese el hecho de que s6lo las I's que no desaparecen tienen ’tiempo’
como ambos indices inferiores (es decir, son 0), lo que nos dice que la curvatura tiene lugar en
el espaciotiempo, no solamente en el espacio. Es decir que el tensor de Riemann se desvanece
para todos los indices espaciales Riem®g.s = 0 para todas o, 8,7, = 1,2, 3.

9.2.1 Fuerzas de Marea

(Tidal Forces) No siendo el resultado anterior capaz de transformarse, el resultado de la
curvatura es conocido como fuerzas de marea. La idea béasica es que s6lo pueden transformarse
campos gravitacionales localmente. En otras palabras, la tnica manera en que se puede
transformar globalmente un campo gravitacional es si el campo es uniforme .

Para entender el caso, imaginemos que estamos dentro de una caja con dos bolas en el
espacio. Imaginemos ahora que la caja estd en un campo gravitatorio, y por tanto esta en
caida libre hacia cierto objeto masivo. Ignoraremos los campos gravitatorios originado por
nuestro cuerpo y por las bolas mismas. Si el campo gravitatorio es uniforme en toda la caja,
todo experimenta la misma atracciéon y por tanto todo cae de la misma forma. Es decir, si
sacamos las bolas a ambos lados de nosotros , se veran simplemente flotando, y si no hubiera
ventanas en nuestra caja para ver las cosas pasar junto a nosotros, ni siquiera sabriamos en
realidad si estamos en un campo gravitatorio. Obviamente si alguien estuviera quieto (con
respecto al objeto masivo) fuera de la caja, veria las bolas cayendo y diria que estan en un
campo gravitatorio.

Lo que esté ocurriendo en esa situacion es que nos hemos transformado a nosotros mismos
en un marco de referencia (lo que para esta nota es simplemente una carta) que cae con las
bolas y asi hemos ‘removido’ los efectos de la gravedad mediante el cambio de carta.
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O 1D o O

vVYvy vy ¥ vy Gravitational effect transformed away

Imaginemos ahora que hacemos lo mismo, pero que el campo gravitatorio no es uniforme,
sino que viene radialmente desde un objeto esférico. De nuevo todo cae ain al mismo ritmo,
pero ahora la bola a nuestra izquierda se veré atraida ligeramente hacia la derecha y la bola
a nuestra derecha se vera atraida ligeramente hacia la izquierda . Entonces, para nosotros
dentro de la caja, las bolas se mueven ligeramente una hacia la otra. Esto no es un efecto que
podamos eliminar cambiando de marco de referencia, por lo que representa algo fisico. Esto

es gravedad ‘real’.
|/
7! /o
"b ‘l v

Tidal force

\ |

¥ 3/4,~

La incapacidad para remover este efecto mediante un cambio de carta es lo que se denomina
fuerzas de marea.® De esto vemos que cuando sentimos que la gravedad nos atrae, lo que
realmente realmente sentimos es la naturaleza no homogénea de la gravedad; atrae nuestros
pies con mas fuerza que nuestra cabeza y empuja nuestros brazos uno hacia el otro.

9.3 La Base de la Formulaciéon Geomeétrica de los Axiomas de Newton

Hasta ahora hemos logrado cambiar nuestra idea de la gravedad como una fuerza a la idea de
que es parte de la curvatura del espaciotiempo. Se ha hecho esto para que el primer axioma
de Newton, que ahora reza "la linea del mundo de un cuerpo en el que no actiia ninguna
fuerza, es una linea recta en el espaciotiempo", puede ser tomado como una prescripciéon de
medida de lo que es una linea recta. El problema es que, hemos tenido indices volando de un
lado para otro y por tanto hemos cometido el crimen de confiar en las cartas!

Ahora vamos a volver a derivar el resultado sin hacer ninguna referencia a cartas. Lo
haremos de nuevo, por lo que utilizaremos los resultados que acabamos de obtener (p.ej.
99 = — f¢). Para hacer esto, necesitamos introducir algunas definiciones.

4E] nombre viene del hecho de que esto es debido a que la luna crea mareas en los océanos,/mares.
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Definicion (Espaciotiempo Newtoniano). Un espaciotiempo newtoniano es una quintupla
de estructuras (M, 0, A, V,t), donde (M, O, A) es una variedad suave 4-dimensional y ¢ :
M — R es una funcién suave llamada tiempo absoluto, que cumple:

(i) (dt)p # 0 para todo p € M — es un concepto de espacio absoluto (definido abajo),
(ii) Vdt = 0 en todas partes — el tiempo absoluto fluye uniformemente,
(iii) V es libre de torsion.

Definicion (Espacio Absoluto). Sea (M, O, A, V,t) un espaciotiempo newtoniano. Espacio
absoluto en el tiempo 7 es el conjunto

Sri={p e M|t(p) =1}

De lo que resulta que

w-)s.

La condicién (i) en la definicion de espaciotiempo newtoniano es la que nos da la union
disjunta en la definiciéon de tiempo absoluto . Es decir, la condicion (i) dice que las superficies
del espacio absoluto no deben encontrarse en tiempos diferentes, como si hicieran que el gradi-
ente de t se desvaneciera. Notese que sb6lo podemos pensar en la separaciéon del espaciotiempo
en espacio y en tiempo una vez que hemos introducido la funciéon de tiempo absoluto. antes
de esto era simplemente una variedad 4-dimensional.

Definiciéon (Orientado al Futuro / Espacial / Orientado al Pasado). Se dice que un vector
X € T,M es

(i) Orientado al futuro si dt: X > 0,
(ii) Espacial si dt: X =0, and
(iii) Orientado al pasado si dt : X < 0.

Graficamente vemos bien la definicién anterior. Sea 179 > 71, entonces tenemos la siguiente
imagen:

Dirigido al futuro

Dirigido al pasado
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Ahora podemos expresar las leyes de Newton como

(I) La linea del mundo de una particula bajo la influencia de ninguna fuerza (la gravedad
no es una fuerza aqui) es un autoparalelo orientado al futuro. Es decir V, v, = 0y
dt : v, > 0 se cumplen en todas partes.

(IT) La aceleracion a lo largo de la linea del mundo es

F

ay =V vy, = —
Y v Y m’

donde la fuerza, F', es un campo vectorial espacial, dt : F' = 0, y donde m es la masa
de la particula.

9.4 Aceleracién

Convencion. Centremos la atencion en los atlas Acgtratificado donde la carta (U, x) tiene la

propiedad de que z° = t|;. Es decir que el primer mapa grafico o mapa de la carta (chart

map) coincide con la funciéon de tiempo absoluto. Esta convencion, junto con la condicion (ii)
en la definicién de espaciotiempo newtoniano nos da

0 = (Vadz®), = —T%,

para a,b = 0,1,2,3. Asi pues en un atlas estratificado todas las I's con un indice superior 0
se desvanecen.

Evaluemos ahora Newton II en un atlas estratificado. Marquemos por X () la linea del
mundo de la particula, entonces tenemos

F
VUX'UX - E

Tenemos
Fa
(X'a)/l Fa,y(s(x'ﬁ/)/(xé)/ 2Fa0»y(X7),(XO), FaOO(XO)I(XO)/ - ’

para a = 1,2, 3, donde hemos usado el hecho de que el espaciotiempo newtoniano es libre de
torsién por lo que las I's son simétricas en los indices inferiores.
Ahora, aprovechando el hecho de que F es un campo vectorial espacial (por lo que F9 = 0)
tenemos también
(XO)// + F()ab(Xa)/(Xb)/ -0
(X" =0
— X'\ =a\+b
(toX)(\) =aX+0,

para a,b € R. Esto nos da la idea de que podemos re-parametrizar la curva en funciéon del
tiempo absoluto, con lo que obtenemos

d _ d
a - Yar
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Sustituimos esto en la expresién para el tiempo espacial y nos da

[e%
KO 4 Do XXD 4 20, XOX7T 1 120 X0X0 = £
a*m
Recordando ahora la Observacion 8.3.1, vemos que el lado izquierdo completo es el componente
a de la aceleracion, no simplemente X®. Este es un resultado profundo y explica muchas de
las cosas de las que se habla en los niveles inferiores de educacion.

Observamos primero que el término I'“yg es no-cero en presencia de la gravedad, es — f.
Asumamos entonces que no hay gravedad por lo que este término desaparece. Ahora, existe
una carta tal que todas las I's desaparecen y nos quedamos simplemente con X* = F© /a?m,
que es el resultado usual. Sin embargo, si elegimos otra carta las I's vuelven a aparecer!
Obviamente, fisicamente nada ha cambiado, pero parece que al contemplar el problema de
forma diferente se introducen nuevas "aceleraciones’ (entrecomillado, porque sabemos que no
son aceleraciones reales, so6lo su suma lo es). Estas son cartas en el espaciotiempo, no sélo
espacio, y por eso debemos asegurarnos de que lo tenemos en cuenta.

Loa términos I'*,s surgen si simplemente elegimos otro sistema de coordenadas, p.ej.
podriamos usar coordenadas polares en lugar de cartesianas para la parte espacial y dejar el
tiempo sin cambio .

Gby

Todas las I's desaparecen [ minosys Presentes

Los términos I'*p, surgen cuando las rodajas de la carta espacial se ‘mueven’ en el tiempo.
Por ejemplo si la carta se componia de muchas rodajas espaciales que giraban alrededor del
eje tiempo, que denominaremos carta rotatoria. Es importante tener en cuenta que es sélo la
carta la que giraba, no que estan girando las rodajas espaciales del mundo verdadero, real.
En este caso ambos términos el I'*og y I'p, aparecen y representan las pseudo-aceleraciones
denominadas centrifuga y Coriolis. Lo de "pseudo" nos dice que hay algo que no es totalmente
correcto para que sean aceleraciones, y ahora entendemos por qué: no son aceleraciones en si
mismas sino sé6lo la suma es una aceleracién.



10 Variedades Métricas

Establecemos una estructura en una variedad suave (M, O, A) que nos permite asignar a
los vectores en cada espacio tangente ' una longitud (y un angulo entre vectores en el mismo
espacio tangente). Una estructura asi en cada espacio tangente es un producto interno ("inner
product”), y la estructura completa sobre todos los espacios tangentes es lo que denominamos
métrica (es decir es un campo producto interno en cada espacio tangente).

A partir de esta estructura, se puede definir el concepto de longitud de una curva. A
continuacion podemos examinar las curvas mas cortas (y mas largas), que son conocidas
como geodésicas. Desarrollaremos esto de manera completamente independiente del concepto
de curvas rectas, es decir, de la derivada covariante, pero entonces finalmente habra que insistir
en que, por razones obvias, ambas coinciden. Haciendo esto definiremos lo que entendemos
por las llamadas conexiones compatibles con la métrica.

10.1 Meétrica

Definicion (Métrica). Una métrica g en una variedad suave (M, O, A) es un campo tensor-
(0,2) que cumple:

(i) Es simétrico; g(X,Y) = ¢g(Y, X), para todo X, Y e TTM, y
(ii) Non-degeneracion; el mapa b : I'TM — I'T* M, dado por
H(X) Y 1= g(X,Y),
es un isomorfismo-C'*, es decir que es invertible y suave en ambas direcciones.

Definicién (Métrica Inversa). La métrica inversa, g=! : TT*M x I'T*M = C°°(M), con
respecto a una métrica g es el campo tensor simétrico-(2,0) definido por

g Hw,0) :=w:b o).

Observacion 10.1.1. Hay que tener cuidado al referirse a ¢! como un inverso. No es un

inverso en el sentido de un mapa, sino en el sentido de matriz. Es decir, el mapa inverso de
g:TTM x TTM = C®°(M) seria un mapa de C>*(M) a I'TM x TTM, lo que g~* no es.
Si designamos® los componentes de g~! simplemente como ¢? (no hay —1 en esto), entonces
lo que queremos decir por inverso es que se cumple lo siguiente:

ac __ga
9% geb = 0 -
18i s6lo estuviéramos considerando definir una longitud, definirfamos simplemente una norma en nuestra

variedad. Para mas informacion sobre normas véanse las clases del Dr. Schuller sobre Quantum Theory.
%Y asf haremos en adelante.

74
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Observacion 10.1.2. Es muy comin que la gente hable de "subir/bajar" indices usando la
métrica/métrica inversa. Lo que quieren decir es que b(X) es un covector y por tanto tiene un
indice covariante. Sin embargo, somos perezosos y no queremos tener que estar escribiendo el
bit b asi que escribimos

Xa = gamea

y de forma similar para un covector hecho en un vector mediante b~!. El problema claramente
es que, salvo que lo especifiquemos, no sabemos si T, son los componentes de un covector
definido independientemente de la métrica o si son los componentes "bajados" de un vector,
y por tanto, dependientes de la métrica. En estas notas nunca suprimiremos la métrica y por
lo tanto no hablaremos de indices "subidos/bajados".

Ejemplo 10.1.3. Consideremos la variedad suave (52, 0, A) con la carta (U, x) correspondiente
a las coordenadas esféricas (6, ).? Definimos la métrica como®

- R* 0
9 (27(0,¢)) = <0 R?sin? 9)
ij

Esto nos da la esfera redonda de radio R. Noétese, al igual que con la conexién, definir una
métrica nos permite dar forma (shape) a la variedad. Notese también, sin embargo, que, a
diferencia de la esfera redonda obtenida usando la conexién, podemos hablar del tamano de
la esfera obtenida con la métrica.

10.2 Firma

(Signature)
Recordemos la ecuacion de valor propio ("eigenvalue equation)

Av =X v,

donde v es un vector propio ("eigenvector”). Si queremos expresar esto en términos de com-
ponentes, esta claro que A debe ser un tensor-(1,1), de lo contrario rompemos la convenciéon
de sumacién de Einstein. Es decir que

A0 =X\

es la tnica posicion valida para el indice. Si representamos A como una matriz, un resultado
de algebra lineal bien conocido nos indica que podemos llevarlo a la forma

A = diag(A1, Ao, ..., M),

donde d es la dimensién del espacio vectorial.

3De nuevo esta carta no cubre la variedad completa, sino que requiere que removamos dos puntos antipodas
y una linea de longitud. Téngase en cuenta también que no hemos equipado la variedad con una conexiéon y
por tanto realmente no tiene formal!

4La notacién aqui significa simplemente que reunimos los 4 componentes de g en una matriz donde ¢ nos
indica la fila y 7 nos indica la columna. Para mas informacién al respecto véase, por ejemplo, la seccién 1.5
de Variedades, tensores y formas: Una introduccion para matemdticos y fisicos por Paul Renteln.
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Queremos tener algo similar para tensores de diferentes rangos. Para tensores-(0,2), en
particular la métrica, tenemos la firma de g la cual tiene s6lo +1, —1, y 0 en la diagonal. Sin
embargo, hay que tener cuidado, porque estos no son simplemente "eigenvalues" para g; la
primera razén es que acabamos de decir que los eigenvalues s6lo tienen sentido para tensores-
(1,1), y resulta ademéas que siempre podemos transformar a una carta tal que la firma sea
solamente +1,—1 y 0s, que, en general, no se puede hacer con los eigenvalues.

Lo que realmente queremos definir como firma es el doble (p,q) donde p es el namero
de +1s y g es el nimero de —1s. Esta es la definicibn que vamos a usar en estas notas,
por es importante tener en cuenta que otros se refieren a la firma de diferente manera, pero
relacionado.”

Afirmacion 10.2.1. La firma es independiente de la elecciéon de cartas. Es decir que los valores
de p y g no depende de la base que se usa para escribir los componentes de la matriz.

Notacion. Usaremos la notacion estandar de +s y —s como una tupla-d para indicar la firma.
Por ejemplo sid = 3, p =2y q = 1 escribimos (+, 4+, —). La posicion en la tupla corresponde
a los componentes métricos correspondientes. Asi, por ejemplo, g11 = 1, goo = 1y g33 = —1
en esta base.

Observacion 10.2.2. En lo que realmente estamos interesados es en el signo relativo entre los
componentes de la métrica, y por tanto podriamos haber cambiado p +> ¢ en la definicién
y proceder a partir de ahi, es decir que el ejemplo en la notacién anterior se convertiria en
(—,—,+). No importa el que elijamos, con tal de mantener la consistencia. Nuestra eleccion
de firma esté dada por las dos definiciones siguientes.

Definiciéon (Métrica Riemanniana). Una métrica es denominada Riemanniana si su firma
es (4,4, ..., +).

Una métrica con cualquier otra firma (aparte de (—, —, ..., —) por supuesto) es denominada
pseudo-Riemanniana. El siguiente caso es de particular relevancia en la relatividad general.

Definicién (Métrica Lorentziana). Se llama Lorentziana a una métrica si su firma es
(Fy =y —).

Observacion 10.2.53. La convencién dada para la métrica Riemanniana es la que casi siempre
se usa, sin embargo para la métrica Lorentziana es alrededor de 50/50 dividido entre los que
usan (4, —, ..., —) y los que usan (—, -+, ..., +). Nosotros usaremos la dada en la definicién.’

®Por ejemplo hay quien llama firma al niimero tinico (—1)?. Esto s6lo indica si hay un nimero par o impar
de —1s. Esta convencién sélo se usa cuando se considera el caso en que no hay 0s, lo cual es cierto si el tensor
es no-degenerado, p.ej., el métrico.

SPersonalmente prefiero la segunda, ya que prefiero pensar en longitudes espaciales como positivas (en-
seguida veremos el sentido a esta declaracion), sin embargo me ceiiiré a la del Dr. Schuller por consistencia
con los videos. Esta nota al pie es simplemente un aviso de que podria (aunque espero que no) usar la
convencion errénea més adelante en algin calculo
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Ejercicio

Mostrar que la condicién de no-degeneracién para una métrica Riemanniana es equiv-
alente a la no-degeneraciéon de un producto interno. Es decir

9(X,)Y)=0, WelTM <= X=0.

Pista: pensemos en lo que significa que una matriz sea invertible y a continuacion
descomponer X e Y en una base.

10.3 Longitud De Una Curva

Sea v : R — M una curva suave, por lo que conocemos su velocidad v, () en cada v(A) € M.
Esto es lo mas lejos que podemos llegar en una variedad topolégica, pero en una variedad
métrica tenemos lo siguiente.

Definiciéon (Rapidez de una curva). En una variedad métrica de Riemann (M, O, A, g),la
rapidez de una curva en y(\) es el niimero

SO0 = \gle )|
Observacion 10.3.1. (Comentario de Dr Schuller: la formula "siente que necesita la métrica”).
La velocidad (velocity) esta definida pero no la "rapidez" (speed). Aunque cabria esperar que
los componentes de la velocidad v® tuvieran unidades LT !, esto no es verdad; tienen unidades
T—!. La "pérdida" aparente de la distancia viene del hecho que los componentes son objetos
dependientes de la carta y la distancia no tiene significado en una carta, por lo que no pode-
mos asignarles unidades fisicas. La velocidad, sin embargo, tiene unidades LT!, lo cual nos
indica que los componentes de la métrica deben tener unidades L?.

Definicién. Sea v : (0,1) — M7 una curva suave. Entonces la longitud de 7 es el nimero ®

1
L[] ::/O dA s(N).

Lo que acabamos de ver es que la velocidad (velocity) es realmente el objeto fundamental
y de ahi derivamos la rapidez (speed) de una curva. Esto es totalmente opuesto a lo que
hemos estudiado en la escuela!

Ejemplo 10.3.2. Volvamos de nuevo a la esfera redonda de radio R. Consideremos su ecuador,

0(\) := (' oy)(N) =
p(\) = (2% oy)(N) =

"Tenemos libertad para elegir que el dominio 7 sea (0, 1) simplemente re-escalando/moviendo A en conse-

b | 3

A3,

[\

cuencia.

8Hemos usado abajo corchetes alrededor de 4 porque es una funcién. Esto nos dice que L es, asi llamada,
funcional. Cualquier persona no familiarizada con esta terminologia es referida a un curso de mecanica
Lagrangiana.
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La longitud de esta curva es

2l = [ o (71000, 200)) @ 0 7y 07 ().

Usando
gij = diag(R%, R%sin?9),  6'(\) = 0,y¢'(\) = 672,

tenemos

Liy] = /0 " /R sin? (6()))36m2)1

1
=67R / sin(7/2)\2
0

Wl

6mR -
27 R.

Notese que aunque en el ejemplo anterior hemos usado una parametrizaciéon aparentemente
curiosa (es decir A* no es exactamente )), la respuesta salié como queriamos. Obviamente
es asi porque en ninguna parte dijimos nada sobre como parametrizar la curva. Fisicamente
tiene sentido que la longitud de la curva sea independiente de eso: la longitud de un paseo
no depende de la rapidez con que lo hagamos, o si lo hacemos a velocidad constante (con
tal de que no nos demos la vuelta y caminemos hacia atras en algiun punto). Esto puede ser
expresado muy bien mediante el siguiente teorema.

Teorema 10.3.3. Sea v : (0,1) — M una curva suave y sea o : (0,1) — (0,1) suave,
biyectiva y creciente, entonces L[] = L[y o o].

10.4 Geodésicas

Definiciéon (Geodésica). Una curva 7 : (0,1) — M es denominada geodésica en una var-
iedad Riemanniana (M, O, A, g) si es una curva estacionaria’ con respecto a la longitud
funcional L.

Teorema 10.4.1. La curva v : (0,1) = M es una geodésica si y solo si satisface las ecua-
ctones de Euler Lagrange para el Lagrangiano

L:TM—R
X 5 /g(X, X).

En una carta, esto es

L0447 = g (v F )3 ().

9En el sentido Lagrangiano de mecéanica clasica.
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Para hallar las ecuaciones de Euler Lagrange se procede de la siguiente manera:

jﬁfn - \}gmj (Y)F ()
: % <88§"> N % <\}>9m]~ (v (V) + } (9ms (YO F () + 4 () [Bgims (GO ] (V) )

Ahora estamos atascados con la ingrata tarea de calcular % (%) Sin embargo, ya hemos

demostrado que la longitud de una curva es independiente de la eleccién del pardmetro.
Tenemos libertad, por lo tanto, para elegirlo de la forma méas conveniente, asi que simplemente
lo tomamos de manera que sea g(¥,%) = 1, es decir que la velocidad sea uno a lo largo de
toda la curva. Entonces tenemos

d (oL i . .
(35 ) = m GO+ 50 (2ums (V) 470

También tenemos que hallar

o = 5 (Omgs (O )F V),

donde hemos impuesto nuestra condicién de eleccién del pardmetro. Por lo tanto las ecuaciones
de Euler Lagrange son (descartando las (\)s para brevedad de la notacion)

Imi¥ 4 (0igmi) V'Y — 5(3mgz‘j)7“y] =0.

nli o A1 3 o m o P14 m o — 84
Multiplicando ambos lados por la métrica inversa ¢g"? y usando la condicion ¢"?g,,; = 5j,
tenemos

. 1 (i
i1+ g™ (&gmj - 28mg¢j>7(’7” =0,

donde el paréntesis en los dos tltimos indices indican la simetria '3 = 474*. Usando esta
simetria podemos duplicar el primer término permutando ¢ <+ j, lo que nos da

g 1L (s
§7+ 59" (Oigmj + 0j9mi — Omgis) 147 = 0.

Esta es la ecuaciéon geodésica para los componentes de v en una carta. Podemos escribir
esto en la forma de una ecuacién autoparalela'” introduciendo la siguiente definicion.

Definiciéon (Simbolos de Christoffel). Dada una métrica ¢ y una carta (U, z), definimos los
simbolos de Christoffel (o coeficientes de conexion Levi-Civita) como

1
LT (v (V) = 59" (0igmj + 0i9mi — Omij)

donde los componentes de la métrica (y su inversa, obviamente) estan tomados en la carta
dada.

19Es decir, en la forma 49 4+ I'%;4'47.
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Notacion. Podemos aligerar algo la notacién definiendo
9ij,m = Om3ij,

e igualmente para cualquier otro rango de tensor. Es decir, simplemente indicamos una
derivada parcial en una carta mediante una coma y el indice entiende que esta es la entrada
de la derivada. Esta notaciéon es muy 1util, ya que puede ser usada junto con la de punto y
coma para la derivada covariante.

Tig = (Vi) ji

Adoptaremos esta notacién en estas notas, sin embargo el lector es prevenido de que el Dr.
Schuller no usa esta notacién, para asegurarse de que pueda hacer la transiciéon entre las dos
cuando compare estas notas con las de las sesiones ("lectures”)

Este proceso, especificamente el punto en el cual decimos que las “CT's vienen de una
conexion, ¢V identifica las curvas'! mas cortas (geodésicas) con curvas rectas (autoparale-
las). Hacer esto, fisicamente, es algo claramente muy razonable y correcto. Es importante
tener en cuenta, sin embargo, que hasta este punto, geodésicas y autoparalelas son entidades
completamente separadas.

Notese que haciendo esta identificacién, obtenemos la conexion desde la métrica. Es
decir, no necesitamos proveer ambas, una métrica y una conexién, sino que proporcionando
una métrica podemos obtener una conexién tnica de manera que las curvas mas cortas y las
curvas rectas (curvas directas) coincidan. Esto suena como algo dependiente de la carta, y
por tanto nada interesante para hacer. Sin embargo, el siguen te teorema nos pone a pensar
en este punto, haciéndonos ver que todo estd OK.

Teorema 10.4.2. Sea (M,0,A,g,V) una variedad topoldgica equipada con ambas, una
métrica y una conexion. St

(i) V es libre de torsion, y
(ii) Vg =0, conocida como compatibilidad métrica,
entonces podemos concluir que V =€ V.

Proof. Ver los tutoriales. O

Mostrar que la condiciéon de compatibilidad métrica nos permite ‘mover la métrica
hacia adentro y hacia afuera de la derivada covariante’. Es decir,

g-VT'=Vg-T.

Para finalizar esta clase, introduciremos algunas definiciones. Como vemos, todas ellas
estan relacionadas con la métrica.

"1Una vez maés, estrictamente hablando son justo curvas maximas, por lo que también es cierto para las
curvas mas largas y las curvas correspondientes a puntos de inflexion.
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Definiciéon (Curvatura Riemann Christoffel). Sea (M, O, A, g) una variedad métrica. Los
componentes de la curvatura Riemann Christoffel estan definidos mediante

Riemgpeq := gamRiem™peq,

donde Riem™ .4 son los componentes del tensor de Riemann obtenidos a partir de la conexién
Levi-Civita L¢V.

Definiciéon (Escalar Ricci). Sea (M, O, A, g) una variedad métrica y sea Riem el tensor de
Riemann obtenido a partir de la conexién Levi-Civita. Definimos entonces el escalar Ricci
como

R = g"Rica,

donde Ricg, := Riem€,, son los componentes del tensor de curvatura de Ricci.

Definiciéon (Curvatura Einstein). Sea (M, O, A, g) una variedad métrica y sea Riem el tensor
de Riemann obtenido de la conexién Levi-Civita. Definimos los componentes de la curvatura
Einstein como

: 1
Gap = Ricgp — §gabR7
donde Ric y R son la curvatura Ricci y el escalar Ricci, respectivamente.

Es importante sefialar que estas cantidades no sélo estan relacionadas con la métrica por
su presencia directa en las expresiones, sino también por el hecho de que, para definir el tensor
de curvatura de Riemann necesitamos una conexién y para todo ello hemos usado la conexiéon
Levi-Civita, que es un objeto dependiente de la métrica. Por esta ultima razon, el tensor de
curvatura de Ricci (definido previamente) es también un objeto dependiente de la métrica.

Tal como indican los nombres anteriores, acabamos de establecer un nexo entre la cur-
vatura del espaciotiempo y la estructura métrica.'”> Este es es el primer gran paso para
comprender el més importante principio de la relatividad general: que la materia genera la
curvatura del espaciotiempo.

Observacion 10.4.3. Las definiciones anteriores pueden, por supuesto, ser expresadas de una
manera libre de cartas ya que son tensores, sin embargo, la notaciéon puede ser algo confusa
y es mucho més facil verlo en forma de componentes, de ahi que lo hayamos definido de esta
manera.

Mostrar que Riemgp.q Se comporta correctamente en la transformacién como los com-
ponentes de un campo tensor-(0,4). De ahi, analogamente, se sigue que el resto de las
definiciones son por supuesto tensores.

12De hecho hemos hecho esta identificacién desde el momento en que hicimos coincidir las geodésicas y las
autoparalelas, ya que entonces establecimos la unién entre la métrica y la derivada covariante, la cual hemos
visto que codifica la curvatura.



11 Simetria

Tenemos la idea intuitiva de que la esfera redonda de radio R, (S?, 0, A, grdonda)  tiene
simetria rotacional, mientras que la patata (52,0, A, gP*'312) no la tiene.
! nos ensefiaron a pensar en simetrias como un grupo de mapas que
mapean el objeto a si mismo, a la vez que preservan todas las estructuras del objeto. Por
ejemplo, la simetria rotacional tridimensional viene dada por el grupo SO(3). Impartiendo
esa leccion, haciamos uso del producto interno (inner product) disponible para nosotros. El
método que vamos a describir aqui es sutilmente diferente. Como acabamos de ver antes,
obtenemos la simetria a través de la métrica. Es decir, las simetrias no no son una cosa més que
introducimos cuando proporcionamos la métrica, sino que vienen como consecuencia de cudl es
la métrica que proporcionamos. Ahora parece razonable pensar ‘bien, la métrica proporciona
un producto interno en cada espacio tangente, asi que podemos hacer una conexién con la
idea previamente aprendida? Aqui es donde viene la idea sutil. Lo que en realidad son las
métricas es un campo tensor, y asi este nos dice como distribuir esos productos internos por
todos los espacios tangente. Por lo tanto la simetria aparece, no viniendo de los ‘propios
productos internos’, sino en cierta manera de su distribucién en la variedad.

Queremos entonces responder a la pregunta ‘como describimos la simetria de una métrica?’
No se trata simplemente de una cuestion de interés académico, sino que en realidad es muy
importante a la hora de estudiar las soluciones fisicas. Por ejemplo, la tnica manera de
resolver las ecuaciones de Einstein es proporcionando unas condiciones de simetria para el
espaciotiempo (es decir, el Universo).

Previo a este curso

11.1 Mapa de avance (Push-Forward Map)

Definicion (Mapa de Avance). Sea ¢ : M — N un mapa suave entre dos variedades suaves.
Definimos entonces el mapa de avance ¢, : TM — TN por

o (X)(f) == X(fo9),
donde f € C*°(N), es decir f : N = R.

Esqueméticamente, los mapas de la definicién anterior se relacionan mediante el siguiente
diagrama.

!Bueno, asi fue en mi caso y espero que en el del lector también.
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TM TN
| | =
¢ f
M N R

Corolario 11.1.1. Recordemos que las fibras del haz tangente son justamente los espacios
tangentes a ese punto, es decir preimﬂMp =T, M. Se sigue, entonces, que

¢+ (TyM) C Ty N.

es decir, la imagen de las fibras-p en M estdn al menos contenidas dentro de las fibras-¢(p)

en N.

Hay un mnemonico para recordar lo que hace el empuje hacia adelante (push forward):
"los vectores son empujados hacia adelante".

Vale la pena mirar a los componentes del mapa de avance en las dos cartas (U, z) € Ay
y (V,y) € Ayn. Tenemos, para p € M

a ._ g,a. 9 _ 0 a\ _ 8(yo¢)a . 8&1
b0 = dy .@(((%i)p) —¢*<<axi>p><y>— oo 00

donde a € {1,...,dim N} y i € {1,...,dim M}. Noétese que ¢ := (y o @) es un mapa ¢ : U —
Rdim/\/'

La siguiente figura nos da una bonita descripcion gréfica del mapa de avance.

Figura 11.1: Dadas dos variedades suaves y un mapa suave ¢ : M — N, el mapa
de avance, ¢., mapea el vector tangente, vy, de la curva v en el punto p € M al
correspondiente vector tangente, ¢. (v, ), de la curva (¢ o) en el punto ¢p(p) € N.

Corolario 11.1.2. Observando la Figura 11.1, vemos que Q. : Uyp > U(gor) d(p)-
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Proof. Sea f € C®(N) y sea p € M tal que v(\g) = p. Entonces

P+ (”%p) 1=y p(f 0 9)
= ((fo¢)07) (M)
= (fo(¢o7) (M)
= U(¢o7),(¢27)(Mo)
= U(gor).(p)-
O

Ejemplo 11.1.3. Un ejemplo importante/interesante del uso del empuje hacia adelante ¢ es
un mapa embebido ? desde una variedad de dimensién-d a una variedad de dimension-(d + 1).

Por razones graficas obvias, sea d = 1.> Si v : (0,1) — M es una curva en esta variedad
de dimension-1, entonces v, es un elemento del espacio tangente 1-dimensional T, M. Sea
¢ : M < N una incrustraciéon de M en N, donde dim N/ = 2. Entonces la velocidad V(go)é(p)
es un elemento del espacio tangente de 2-dimensiones T¢(p)N . Esto nos permite hacer una
conexion entre el vector intrinseco vy p y el vector extrinseco v(go,) ¢ (p)-

A modo de analogia, consideremos el caso de una hormiga andando a lo largo de un cable
sobre una mesa. El vector v, serfa lo que la hormiga (que es ajena al espacio dimensional
superior) entiende lo que para ella es la velocidad, mientras que v(goy),4(p) €8 10 que nosotros
(que tenemos una vista de pajaro de la mesa) diriamos que es la velocidad.

N = R? ¢poy

Uy,p ¥

Y

11.2 Mapa de retroceso (Pull-back Map)

Definicion (Pull-back). Sea ¢ : M — A un mapa suave entre dos variedades suaves. Defin-
imos el mapa de retroceso como ¢* : T*N — T* M mediante

P (w) : X 1= w: du(X).

paraw € T*N y X € TM.

*Es importante que usemos aqui una incrustacion (embedding) y no una inmersion, la cual puede tener
auto-intersecciones. Si tuviéramos auto-intersecciones no tendriamos un tnico vector tangente en la curva
mapeada. Para maéas detalles sobre inmersiones e intersecciones véase la seccién 3.6 del libro de texto de
Renteln’s Manifolds, Tensors and Forms de Renteln.

3Podriamos usar también d = 2, pero seria bastante mas dificil dibujarlo en Tikz, por eso he elegido d = 1.
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Echemos de nuevo un vistazo a los componentes con respecto a las dos cartas (U, z) € A
y (v,y) € An.

0 0
"% =" ((dy) g - <axi> = (dy")p(p) :¢*<(8xi> ) =0,
p p

asi pues, los componentes del mapa de retroceso y los del mapa de avance son los mismos!

Justo como hemos mostrado que el avance de la velocidad a una curva es la velocidad de
la curva mapeada, el retroceso del gradiente de una funcién es es el gradiente de una funcién
que estd mapeada en la otra funcién. Es decir

¢"(df) = d(f 0 §).

Este resultado puede ser obtenido de manera similar al calculo del avance (véase el tutorial),
o se deduce inmediatamente de las siguientes proposicion y definicion.

Proposicion 11.2.1. El mapa de retroceso y el mapa d conmutan. Es decir
¢"(de) = d(¢"e).

Definicién. Sea ¢ : M — N un mapa suave entre dos variedades suaves. Entonces el
retroceso de f € C*°(N) viene dado por

¢"(f) = foo.

La frase nemonica aqui es "los covectores se repliegan (covectors are pulled back)."

11.3 Meétrica inducida

Hay una aplicacion importante para el retroceso ( pull-back). Consideremos una vez maés
¢ : M < N como una incrustacion con dim M < dim N. Equipemos ahora la variedad suave
N con una métrica, g. Nos preguntamos ahora si podemos usar esta métrica para definir una
en la variedad M, la cual denominaremos métrica inducida, grq. La métrica es un campo
tensor-(0,2), y por tanto la podemos retroceder (pull-back). La pregunta a responder es "Pero
como definimos esa métrica?"

La forma de resolver esto es la siguiente. Queremos hallar la longitud de una ruta, -,
entre dos puntos en M usando gps. Tomamos el valor como la longitud de la ruta mapeada,
v o ¢, obtenido usando g.

Ahora, obviamente, hay mas de una manera para embeber (incrustar) el espacio. Cada
una de estas incrustaciones nos da una longitud potencial diferente, y por tanto define una
métrica (y una forma) diferente para (M, O, A). Usando el ejemplo utilizado varias veces en
estas notas, la variedad suave (52,0, .A) puede ser o bien una esfera redonda de radio R o
una patata. Podemos decidir cuél es definiendo una incrustacion tal que la métrica inducida
¢ : 8% — R3 proporcione la forma correcta. Esto es lo que nuestros ojos hacen cuando
diferenciamos un balén de fatbol * de una patata; observan las longitudes entre puntos usando
nuestra métrica euclidea-3D y concluyen que la métrica inducida es la de un baléon de fitbol
(0 una patata).

Podemos escribir esto mateméaticamente como la siguiente definicién.

“Para algunos "Soccer".
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Definicién (Métrica Inducida). Sean (M, O, A) y (N,0, A) unas variedades suaves, con
IM| < |N|.° ysea ¢ : M < N una incrustacién. Ahora equipamos (N, O, A) con una
métrica g. Definimos la métrica inducida en M como el retroceso ("pull-back) g = ¢*g,
que satisface®

IM(X,Y) = g((X), 9:(Y)),
para todo X,Y € I'T' M.

La condicién anterior en la definicién puede ser descrita en componentes como

il
gm)ij = Gab aJIZ 8.Tj’

donde qg = (y o ¢), como en el calculo de componentes del avance.

Ejemplo 11.3.1. En los diagramas siguientes podemos ver graficamente las ideas anteriores.
Sea (M, O, A) una variedad suave de 2 dimensiones y sea (N, O, A, g) = (R*, O, A, gg), €l
espacio euclideo-3. Podriamos definir una incrustacion ¢ : M < R3 tal que (M, O, A) se vea
en forma de capula con respecto a la métrica gg. Podemos entonces retraer estd métrica a la
variedad misma M, obteniendo el espacio métrico inducido (M, O, A, gum).

(R37 Ost) A7 gE)
(M, 0, A)

(M7 07 A? gM)

Es importante notar que sélo tenemos un forma de ctpula en ambos, tanto en la incrustaciéon
como en la métrica inducida porque estamos considerando que el espacio embebido es euclideo-
3. Es decir, en el diagrama dibujado de la parte derecha extrema, lo estamos viendo como
embebido en el espacio euclideo-3. A esto se referia el comentario sobre lo que nuestros ojos
hacen para diferenciar un balén de fatbol de una patata.

11.4 Flujo de un Campo Vectorial Completo

Definiciéon (Curva Integral). Sea (M, O, A) una variedad suave y sea v : (a,b) — M una
curva suave con (a,b) C R. Si tenemos un campo vectorial X € I'T'’M, entonces decimos que
~ es una curva integral de X si

Uy () = Xy(n)-

Es decir, los vectores tangentes a la curva reproducen el campo vectorial restringido a la curva.

SLas lineas verticales indican la llamada cardinalidad del conjunto, es decir cuantos elementos contiene.
SEl avance de un campo vectorial estd simplemente definido de forma puntual, es decir avanzamos cada
vector y formamos un campo vectorial.
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Ejemplo 11.4.1. Un ejemplo de una curva integral seria el correspondiente a un barco de papel
flotando en un rio. El campo vectorial X seria el campo de velocidad de las moléculas de
agua y la curva « seria la trayectoria del barco.

Definicién (Campo Vectorial Completo). Un campo vectorial X € I'T'’M es denominado
completo si todas las curvas integrales tienen el dominio R (es decir, (a,b) = R).

Se tiende pensar que esto siempre es posible porque simplemente podemos parametrizar
de manera que (a,b) = R, correcto? Bien, es verdad que podemos hacer esto, pero al hacerlo
cambiamos el valor absoluto/ longitud de los vectores tangente y entonces ya no pueden
coincidir con los vectores del campo vectorial. De ahi la eleccion de parametrizacion si se
elige por los valores absolutos de los vectores en el campo vectorial

Siguiendo desde el punto anterior, nétese que para que un campo vectorial sea completo
es importante que no removamos puntos del dominio del campo vectorial. Si hiciéramos
eso, la curva integral a través de esos puntos tendria entonces longitud finita y por tanto
no podriamos extender el intervalo (a,b) al total de R sin romper la naturaleza integral de
la curva. Esto es realmente un punto importante porque abre el camino a una comprensién
adecuada de los teoremas de la singularidad 7.

Este resultado esta contenido en el siguiente teorema.

Teorema 11.4.2. Un espacio vectorial suave, soportado de forma compacta® es completo.

Figura 11.2: [Izquierda: vy es una curva integral del campo vectorial suave X, ya que
sus vectores tangentes en todos los puntos reproducen el campo vectorial en esos puntos.
o no es una curva integral ya que los vectores tangentes no coinciden con los vectores del
campo vectorial en cada punto. Derecha: FEjemplo de un campo vectorial completo, Y .
Las curvas integrales, §, son cerradas y por lo tanto tienen R como dominio. Si fuésemos
a remover un punto en el espacio, ya no tendriamos un campo vectorial completo ya que
una de las curvas integrales tendria entonces longitud finita

"Una singularidad puede ser imaginada como un punto que es removido del espacio tiempo porque, por
ejemplo, la curvatura explota ahi.

8Se dice que un espacio topolégico es compacto si cada recubrimiento abierto (open cover) tiene un niimero
finito de subcubrimientos (subcover). Para méas detalles véase, p.ej., el libro de texto de Renteln: Manifolds,
Tensors, and Forms.
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Definiciéon (Flujo de un Campo Vectorial Completo). El flujo de un campo vectorial
completo X € I'T'’M es una familia de pardmetros

X Rx M — M
(A p) = Yp(A),

donde 7, : R = M es la curva integral de X con v(0) = p.

Podemos usar la definicién anterior para introducir un nuevo mapa simplemente tomando
un valor fijo para A. Es decir, para una A € R fija tenemos un mapa suave

Y M — M,

que toma cada punto en M y lo mueve una distancia de pardmetro A\ a lo largo de la curva
integral por ese punto.

11.5 Subalgebras de Lie del Algebra de Lie (I'T'M, [-,-]) de Campos Vecto-
riales

Definicién (Algebra de Lie). Un algebra de Lie es un espacio vectorial’ g equipado con

una operacion bilineal [-,-] : g X g — g, conocida como el corchete de Lie, que también
cumple
(i) Antisimetria: [z,y] = —[y, z],

(i) La identidad de Jacobi: [z, [y, 2]] + [z, [z, y]] + [y, [z, 2]] =0

Definiciéon (Constantes de Estructura). Sea (g, [-,-]) un algebra de Lie. Definimos las con-
stantes de estructura de un algebra de Lie, Ckij € F, mediante

(i, 2] = CFijay
para z; € ge i, j, k€ {1,...,dimg}.

Recordemos que en la sesiéon 8 hemos definido el conmutador de dos campos vectoriales
como

(X, Y(f) = X(V{) = Y(X(f))-

Queremos convertir esto en un corchete de Lie, sin embargo tenemos que resolver un problema.
Tal como esté, estamos considerando el moédulo- (I'TM, @, ®) C*°, pero nuestro conmutador
no obedece a la bilinealidad-C'*°. Es decir

[fOoX,Y]# fo[XY]
Sin embargo, obedece a la bilinealidad-R.

Proposicion 11.5.1. Por lo tanto, si nos restringimos al espacio vectorial-R (I'T M, +,-)
entonces el conmutador se convierte en un corchete de Lie.

9De hecho s6lo necesitamos un modulo sobre un anillo conmutativo.
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Notacion. Designaremos el algebra de Lie de espacios vectoriales simplemente como (I'T' M, [+, ]),
pero es importante recordar que estamos considerando el caso restringido de - : R x I'T'’ M —
I'T'’M, es decir, el espacio vectorial-R.

(a) Mostrar la desigualdad anterior, [f ©® X,Y] # f © [X,Y].

(b) Demostrar Proposicion 11.5.1.

Definiciéon (Subalgebra de Lie). Sea (g, [-,-]) un algebra de Lie. Se dice que un subespacio
vectorial a C g es un subalgebra de Lie si estd encerrado en el corchete de Lie. Es decir,
[z,y] € a para todo x,y € a.

Si nos restringimos a la linealidad-R, obtenemos un espacio vectorial de dimensién infinita.
Esto se debe al hecho de que sblo podemos escalar los campos vectoriales base por la misma
cantidad en cada punto (como opuesto a hacerlo con la C“”e““dad_‘x’), y por eso necesitamos
un numero infinito de ellos para tener una base completa. Sin embargo, podemos restringirnos
a un subdlgebra (spang{X1, ..., X}, [, ]) de dimension finita.

Ejemplo 11.5.2. Un ejemplo de una subdlgebra tal de Lie en (52,0, A) es'’

50(3) := (spang{X1, X2, X3}, [-,+]),

donde
(X1, Xo] = X3, (X3, X1] = Xo y (X2, X3] = Xi.

Esto es una rotacién de algebra de Lie en 3 dimensiones, y es de aplicaciéon importante en

mecanica cuantica.!

Observacion 11.5.3. En los tutoriales se muestra que

Xi(p) = —sin (w(p))% — cot (B(p)) cos (@(p))ai,

Xa(p) = cos (¢(p)) % — cot (0(p)) sin (¢(p)) 6(1,
Xa(p) = 51

son de la forma anterior, lo que justifica por qué es frecuentemente denominado algebra de
rotaciéon tridimensional.

Notese que no estamos haciendo aqui referencia a la métrica en ningiin momento, y por eso
cualquier { X1, X9, X3} que satisfaga lo anterior aplicara tanto a la esfera como a la patata.

10Fsto se esta poniendo un poco engorroso. 50(3) es el algebra de Lie de un grupo SO(3), que es una
variedad equipada con una estructura de grupo.
"Para mas detalles ver las Clases del Dr. Schuller en el curso Quantum Theory.
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11.6 Simetria

Definicion (Simetria de una Métrica). Sea (M, O, A, g) una variedad métrica, y sea {X1,.., X5} C
I'TM. Definimos L := spang{Xi,..., Xs}; entonces se dice que el subélgebra de Lie de
dimension-s (L, [-,-]) es una simetria de un campo tensor métrico g, si para toda X € L.

g((h3)+(A), (h3)«(B)) = 9(4, B),

para A, B € T,My (hf )« es el avance del flujo de X. Alternativamente podemos escribirlo
como

(rX)*9 =g,
donde (h3)* es el retroceso asociado al flujo de X.

La primera parte de la definicion anterior dice bésicamente que el d&ngulo y la proyeccion
entre Ay B (que nos lo dice la métrica) no cambian si movemos ambos A y B a lo largo de
las curvas integrales de X. Por ejemplo, para la esfera redonda de radio R, si movemos A y
B alrededor de la esfera en la direccion-"6", entonces, obviamente, no cambia nada.

La segunda parte s6lo dice que si movemos la métrica "hacia atras" a lo largo de las
curvas integrales, sigue pareciendo lo mismo. De nuevo, esto se ve intuitivamente claro para
una esfera redonda cuando giramos la esfera . Sin embargo, no es cierto para la patata, porque
al mover la métrica, se mueve la forma de la patata. Esta es precisamente la declaraciéon de
que la esfera redonda es rotacionalmente simétrica, pero no asi la patata.

11.7 Derivadas de Lie

El test anterior para la simetria es muy intuitivo, pero su mayor inconveniente es que hay
que hacer muchos célculos. Por consiguiente, tipicamente no usamos este método, sino en su
lugar el siguiente.

De lo anterior se deduce que si, para todo X € L,

limM:

0
A—0 A

se mantiene, entonces L es una simetria de g. Realmente damos a la parte izquierda su propia
notacion. Definimos la derivada de Lie de una métrica g, con respecto al campo vectorial X

como .
(hX)'9—4g
iy :

La derivada de Lie es realmente bastante sutil de definir. La definicion que hemos usado
arriba se apoya en las ideas de retroceso que hemos tratado anteriormente y de ahi que lo
imaginamos como comparar el tensor 'retraido’ ( "dragged back") >
Para explicacién adicional sobre esto véanse estas notas.

Lxg:=li
X9 /\13%

con el tensor tal como es.

12 Arrastrado hacia atras ("dragged back”), ya que el mapa h es un automorfismo, por lo que el retroceso
simplemente arrastra los puntos hacia atréas.


http://web.math.ucsb.edu/~ebrahim/liederivs_tame.pdf
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Observacion 11.7.1. Alternativamente, se puede definir la derivada de Lie usando la formula
de Cartan. Esto es 1til al tratar de la derivada de Lie de diferentes formas. No trataremos
mas este tema aqui, pero para el lector interesado la formula es Lx = dux — txd."

Hechos estos comentarios, realmente estamos definiendo la derivada de Lie de forma més
bien abstracta, pero que se asemeja mucho a la definicién de la derivada covariante.

Definicion (Derivada de Lie). La derivada de Lie £ en una variedad suave (M, O, A) envia
un par de un campo vectorial, X, y un campo tensor-(p,q), T, a un campo tensor-(p, q) de

manera que: para f € C°(M)yY € TTM,
(i) Lx = X(f),

) LxY =[X,Y],

(iii) Lx(T+S)=LxT+ LxS,
)

Lx(T(w,Y)) =(LxT)(w,Y)+T(Lxw,T) +T(w,LxY) y de forma similar para ten-
sores de diferentes rangos,

(V) Lx+yT =LxT + LyT.

Estas condiciones se parecen mucho a las de la derivada covariante, pero con la derivada
de Lie no necesitamos proveer ninguna estructura extra, es decir, no necesitamos ninguna I'.
Se podria pensar que esto hace que la derivada de Lie sea una derivada mas 1util, sin embargo
conlleva sus propios defectos.

Lo primero que observamos es que la entrada inferior en la derivada de Lie debe ser un
campo vectorial. Esto es distinto a la derivada covariante, en la que ahi tomamos simplemente
un vector. Esto viene de la idea de que tenemos que obtener el flujo de X, lo que claramente
significa conocer X en una vecindad del punto, por lo que tiene que ser un campo. Ademas
hay que tener en cuenta que la condicion (ii) es algo que no existe en la definicién de una
derivada covariante. Tiene el dréstico efecto de la condicién (v) por la cual la derivada de Lie
no es lineal-C™ en la entrada inferior (como si lo es la derivada covariante). Esto se deduce
simplemente de

LixY = [[X,Y] = fIX,Y] — Y (/) X.

Ejercicio

Hay que senalar otra diferencia importante. Recordemos que para los componentes de
la derivada covariante de un tensor, cada indice superior viene con un signo + y cada
indice inferior con un signo —. Para la derivada de Lie ocurre lo contrario. Es decir,

ory  0X' .. L ox™
oxm  Gxm 7 Qwi

(LxT)'; = X™ T .

Mostrar que este resultado se mantiene.

Usando la relacion del ejercicio anterior, la condicién Lxg = 0 se convierte en algo facil
de resolver, y asi obtenemos una bonita manera de ver si una métrica presenta una simetria.

134 es la derivada exterior, que ya hemos mencionado en estas notas, y tx es la llamada derivada interior
con respecto a X.
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11.7.1 Campos Vectoriales de Killing

Definiciéon (Campo Vectorial de Killing). Sea (M, O, A, g) una variedad métrica. Un campo
vectorial K € I'T'’M es denominado un campo vectorial de Killing (o simplemente campo
de Killing) si es una simetria de la métrica, es decir Lxg = 0, lo cual puede también escribirse
como

K{g(X,V)) - g([K, X],Y) - g(X,[K,Y]) =0.

El teorema de Noether nos dice que hay un enlace entre las simetrias y las leyes de
conservaciéon, y entonces vemos que los campos vectoriales de Killing corresponden a leyes de
conservacion. Por ejemplo, como veremos mas adelante, el campo vectorial que corresponde a
la traslacion temporal Jg es un campo vectorial de Killing en un espaciotiempo de Minkowski,
y da lugar a la conservacién de la energia. De forma similar tenemos campos vectoriales de
Killing para la conservaciéon del momento.

Ejercicio

Mostrar que para la conexiéon Levi-Civita la condicién de campo vectorial de Killing se
convierte en

9(VxK,Y) +g(X,VyK) =0.

Pista: Hay que usar ambas condiciones, la métrica compatible y la de libre de Torsion.




12 Integracion

Esta sesion completa nuestro "salto de nivel" de anélisis a nivel de carta, a analisis a nivel de
variedad. Es el iltimo paso en los cimientos matematicos antes de entrar en la sesiéon siguiente
para empezar a tratar la relatividad general en si misma.

El objetivo es definir un concepto de integracién a nivel de variedad, es decir, queremos ser
capaces de calcular [ v J donde f es una funcién suave en M. Para definir esto, necesitamos
introducir una nueva estructura suave, conocida como la forma volumen. También tenemos
que restringir nuestro atlas, lo que nos da la llamada orientacion.

12.1 Repaso de la Integracién en R?

El caso més simple es el de una funciéon F : R — R, en la que tenemos simplemente’

b
/ F::/ dxF(x),
(a,b) a

donde la parte derecha es una conocida operacion de integracion (p.ej. integrales de Riemann).
A continuacién podemos considerar F : R? — R. Si vamos a hacer esto en un dominio con
forma de caja, (a,b) x ... x (u,v) C R, la integral es simplemente

b v
/ dixF(z) = / d:cl.../ dzlF(zt, ... 2%).
(a,b)X...x (u,v) a u

Podemos extender esto a dominios generales (es decir, no necesariamente en forma de caja)
G C R? mediante la introduccion de una funcion de indicacion pg : R* — R dada por

1 fzed

€Tr) =
Ha(w) 0 en los demés casos.

Entonces definimos la integral
/dd:vF(x) ::/ dml.../ dxlug(x)F(x).
G —00 —00

Ahora hay que preguntar si estd definicion varia bajo un cambio de variable (lo cual
correspondera a un cambio de carta en el concepto elevado).

!Estamos asumiendo que existe lo siguiente. Asumiremos que los resultados existen para toda la seccién.

93
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Teorema 12.1.1. Indiquemos con ¢ : preim¢(G) — G el cambio de mapa variable con

G,preim¢(G) C RY. Entonces, si la integral de F : G — R se define como arriba, tenemos®

/ Al F(z) = / C dy|det (8u8°) ()| (F o 6)(v),
G preimy (G)

donde | det (8agz§b)(y)} es el Jacobiano de ¢.*

Ejemplo 12.1.2. Consideremos d = 2 y sea G = R%\ (z,0), es decir R? con el eje-z cortado.
Sea entonces

¢: R x [(0,m)U (7, 2m)] = G
(r,p) — (rcosp,rsingp).

Tenemos

(06”) (r, ) 1= (&(rcosso) 3r(rsingo)) _ ( cosp  sing >7

Op(rcosp) Op(rsing) —rsing rcose

entonces |det (8,4°)(r, )| = |r| = r. Esto da

e’} 2m
/ detdz®F(z!, 2?) = / dr/ dorF(rcosp,rsinp).
G 0 0
Decimos entonces que los elementos de volumen dx'dz? y rdrdy se corresponden entre si en

las respectivas coordenadas. Por supuesto, nos hemos referido a esas coordenadas porque es
sencillo cambiar de coordenadas cartesianas a polares. .

12.2 Integracién en una Carta

Sea (M, O, A) una variedad suave y sea f € C°°(M). Consideremos las cartas (U, x), (U,y) €
A con el mismo dominio. Designemos f oz~ ! =: fzy  #(U) — Ry de forma similar para

f) : ¥(U) = R. Queremos definir la integral f en U a nivel de variedad como algo a lo largo

de las lineas de
[ =] dtafu.
U z(U)

donde a € R? es la tupla coordenada en z(U). Sin embargo, esto no es posible porque no es
dependiente de la carta. Esto se ve facilmente considerando el mapa de transicién de cartas
zoy l:yU) — x(U):

da o) = d € a\T O —hyP
/m(md Fiay(@) /y(U)dﬁ\dt(a( v~ 1)) (B fi (B)

Oxb
- d%@( ) ’f@%
/y(m ) )Y

2Los indices a y b en el determinante no rompen la convencién de sumacién de Einstein. A lo que nos
referimos aqui es al determinante de los elementos, y sabemos que el determinante es invariante respecto a
la carta que usemos (téngase en cuenta que el determinante de una matriz es simplemente el producto de los
valores propios (eigenvalues)).

3 A veces el Jacobiano se define sin la parte de valor absoluto, pero aqui usaremos todo.
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donde hemos usado f,) oz o y = f(y) ¥ nuestra definicion de J,(z o y~1)? en términos de la
notaciéon fraccionaria. En general este Jacobiano no seré la unidad, y por eso no obtenemos
fU f= fy(U) g f(y)(B), tal como es requerido para la independencia de las cartas.

La solucion obvia de este problema es intentar introducir algo en la parte derecha de la
definicién de fU f que cancele el factor Jacobiano que obtenemos. Una estructura asi no
puede ser definida simplemente en una variedad, asi que necesitamos introducir una nueva

estructura.

12.3 Formas Volumen

Definicion (Forma Volumen). Sea (M, O, A) una variedad suave. Decimos que un campo
tensorial-(0, dim M) Q es denominado forma volumen si

(i) se desvanece en cualquier parte; €|, # 0 para todo p € M, y

(ii) es completamente antisimétrico; Q(..., X, ...,Y...) = —Q(...,;Y, ..., X, ...) para todas las
entradas.

La cuestion obvia es preguntar si tenemos que proporcionar la forma volumen manualmente
o puede ser obtenida "de algo que ya hayamos visto". La respuesta es, que la podemos obtener
a partir de una métrica en una variedad métrica. Para llevar a cabo esta definicion tenemos
que introducir el simbolo de Levi-Civita.

Definicion (Simbolo Levi-Civita). El simbolo Levi-Civita en d dimensiones es denominado
€,...i; y se define por las siguientes dos propiedades:

(i) e123.a=1,y

(ii) antisimetria total, es decir que cambia el signo cuando dos indices cualesquiera son
intercambiados

e’il...ijA..ik...id = _Eil...ik“.ij...id
Observacion 12.3.1. Nétese que la condicion (ii) para el simbolo Levi-Civita nos dice que si

hay dos indices repetidos el simbolo se desvanece (desaparece). También nos dice que las
permutaciones de los indices dejan el valor sin cambio. por ejemplo para d = 4, €1123 =0 y

€1234 = €2341-

Definicién (Atlas Orientado). Sea (M, O, A) una variedad. Entonces el subatlas AT C A es
denominado el atlas orientado (positivo) si

ay™
det .
e (8x1>>0’

para todas las cartas solapadas (U, z), (V,y) € A"

Se forma similar podemos definir que A sea tal que el determinante sea negativo.

Observacion 12.3.2. Es importante tener en cuenta que no siempre es posible definir un atlas
orientado. Es decir, no es necesariamente verdadero que las cartas (U;, z;) que satisfacen
la condicion determinante cubran toda la M, y por eso no forman un atlas. Este tipo de
variedades son denominadas variedades no-orientables.
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Afirmacion 12.3.3. Sea (M, O, AT, g) una variedad métrica orientable. Podemos definir los
componentes de la forma volumen en una carta (U,z) € A" de la siguiente manera

Q(2)iy..iq = 1/ det (9()i) €ir.ia-

Proof. Esta claro que las dos condiciones para la forma volumen se cumplen, ya que det(g) # 0
para la métrica Riemanniana/pseudo-Riemanniana (es decir, no hay Os en la firma), y que el
sfmbolo Levi-Civita es totalmente antisimétrico. Por eso lo tinico que tenemos que mostrar
es que el resultado esta bien definido, es decir tenemos que mostrar que los componentes se
transforman como los de un campo tensor-(0, d). Tenemos *

dy™ oy
Q(m)zlzd = \/det <g(y)mn Oz 8x3> €iy...ig
oy™
= yfaet () |t (557
oy oy
= +/det (g(y)mn) sgn(det ( A >> det ( D > €iy.ig-

Ahora usamos el resultado

d aym B ay’ﬂu aymd
et axl i1..dg — 8:Ei1 81;id fml,..md-
Entonces tenemos

9y™ Q™ Iy™
Qayiy.iy = sgn<det ( o )) . [( D B ) det (g(y)mn) €m1...md]

B q aym 8ym1 8ymd 0

=sgn| det D . e O (y)mi..mg | »
la cual seria la propiedad de transformacion correcta si no tuviéramos el término sgn (funciéon
signo). Asi pues, vemos que si restringimos el atlas de forma que det (%3;1) > 0, como

se indica en la afirmacion, entonces simplemente obtenemos la propiedad de transformaciéon

deseada. O

€iy..ig

Observacion 12.3.4. La definicién anterior de una forma volumen es una manera bastante
tediosa de hacerlo, ya que tendriamos que chequear todos los mapas de transicién de cartas
y asegurar que la variedad es orientable, etc. Hay una manera mucho mejor de definir una
forma volumen (usando el mapa retroceso ("pull-back map")), sin embargo para introducirlo
aqui, tendriamos que introducir la idea de forma diferencial (que es donde la forma volumen
deriva la primera parte (forma) de su nombre). El lector interesado es dirigido al apéndice C
del libro de texto Manifolds, Tensors and Forms de Renteln.

4La notacion de indices aqui puede ser un poco confusa, pero lo importante a tener en cuenta es cuando
aparecen los determinantes, porque entonces los indices sélo nos indican las posiciones en las matrices y asi
aparentemente podemos romper la convencién de sumacion.
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Definicién (Densidad escalar). Sea (M, O, A") una variedad suave orientada. Definimos la
densidad escalar en la carta (U, x) como

— (). . 1etd
W(I) = Qzl._.@dE y

donde €''""¢ se define igual que €, ;.

De los célculos anteriores se deduce que las densidades escalares en las variedades métricas

satisfacen®
ox
w(y) = det @ W(x).

12.4 Integracién En el Dominio de Una Carta

Definiciéon (Integracion en el Dominio de Carta ("Integration on a Chart Domain")). Sea
(M, 0, A") una variedad suave orientada y sea (U,z) € A'. Definimos la integral de f €
C*°(M) en el dominio U mediante

= 4oy a) - w z Ha
/Uf.—L(U)d fiay(@) - oy (a7 ().

donde w(,) es la densidad escalar correspondiente a la forma volumen (2.

Afirmacion 12.4.1. El concepto anterior de integracion esté bien definido.

Proof. Tenemos que mostrar que la formula no cambia cuando cambiamos de cartas. A partir
de los célculos hechos en esta sesioén, tenemos

/Uf B /yw) 0 ‘ det (gD ‘f(y) e [(det (f’{;)] 71%) (v'(8))
- /y(U) d'B f) (B) - i) (v (8)):

que es nuestra condicion de definicién buena. Notese que hemos usado el hecho de que nuestro
atlas esté definido positivo para "remover" el signo de valor absoluto. O

Para los casos especiales de una variedad métrica orientada (M, O, AT, g) nuestro resultado

se convierte en
/U e / )dda\/det (90yi5) (271 () oy ().

z(U

Notacion. Para aligerar la notacién, es comin indicar

g = det (g(i;) (27 (@),

cambiando la expresién anterior en

/Ufiz/ )dd@\/ﬁf(z)(a)-

z(U
5Quitamos los indices en el determinante para simplificar la notacién, pero son simplemente los indices
usados para x e y.
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Observacion 12.4.2. En todo lo anterior hemos asumido que estamos usando un variedad
de Riemann, en cuyo caso g > 0. La férmula anterior se adapta a variedades pseudo-
Riemannianas con g < 0 simplemente remplazando /g — /—g. Veremos esto més adelante
cuando, por ejemplo, consideremos la acciéon de Maxwell.

12.5 Integracion En la Variedad Completa

En este punto podriamos estar tentados en decir que la integracion en la variedad completa es
simplemente la suma de las integrales en los dominios de las cartas . Es decir sea {(U;, z;)} C
A" un subatlas (es decir U;U; = M) entonces podriamos tener la tentacion de decir

/M /= ZZ: </a:¢(Ui) ddaﬁf(zi)(a))

Sin embargo, esto adolece del problema comiin de sobre conteo. Es decir, tal como esta
definido, las contribuciones de las regiones solapadas U; NU; son contadas en ambas la integral
z;(U;) y la integral (Uj,z;). Por lo tanto, necesitamos una via para eliminar este exceso de
conteo. este problema se resuelve requiriendo que la variedad admita la llamada particion de
unidad.

Grosso modo, para cualquier subatlas finito ¢ A" = {(Uy, x1), ..., (Un,zn)} C AT existen
funciones continuas p; : U; — R, tales que para todo p € M

Zpi(p) =1,

donde la suma es realizada de manera que p € U;.” Esto da cuenta del exceso de conteo y nos
permite definir la integral sobre la variedad completa como

o= ( 1)

Es decir, las p;s se definen de forma que su suma sea igual a la unidad en cualquier punto
de M. Claramente esto elimina el sobre conteo y es justo una contribucion para la region de
solape.

Ejemplo 12.5.1. Sea dim M = 1 que esté cubierta por dos cartas (Uy,x1) y (U, x2). Defini-
mos las p;s de tal manera que cambien linealmente a lo largo de la region de solape. Tenemos
entonces algo como el diagrama de abajo.

5Notese que requerimos que sea finito, porque de lo contrario necesitariamos hacer la prueba de convergencia
para asi poder sacar la suma de la integral siguiente.
" Alternativamente podriamos decirp;(p) = 0si p ¢ U; y dejar que la suma se haga desde i = 1 hasta i = N.
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13 Espaciotiempo Relativistico

Comenzamos ahora a hablar de fisica. Usaremos, por supuesto, todas las herramientas
matematicas desarrolladas hasta ahora y por tanto es importante que el lector comprenda
totalmente el contenido hasta este punto.

Recordemos la definicion de espacio Newtoniano, dada en la sesién 9, como la quintupla
(M,0,A,V,t) donde (M, O, A) es una variedad suave 4-dimensional, V es una conexion
libre de torsion y t € C°°(M) un tiempo absoluto que cumple dt|, # 0 para todo p € My
Vdt = 0.

Recordemos también la definicién dada al comienzo del curso. Tenemos una variedad
topologica 4-dimensional con un atlas suave, (M, O, A), que lleva una conexion libre s de
torsion,V, pero ahora requerimos también que la conexién sea compatible con una métrica
Lorentziana, g, y la llamada orientacion temporal, T. Asi pues, necesitamos la séxtupla

(M,O,A,V,Q,T)-

13.1 Orientacién Temporal

La funcién de tiempo absoluto en el espaciotiempo Newtoniano asocia un tiempo a cada
p € M. Es decir, dado cualquier punto podemos dar la hora de ese punto indiscutiblemente.
Usamos la funciéon de tiempo absoluto para definir un campo vectorial dirigido al futuro X
como dt : X > 0. Graficamente es representado por una flecha apuntando hacia la ’parte
superior’ de un plano tangente a una superficie constante t.

X t

dt D

No tenemos una funcion de tiempo absoluto para nuestro espaciotiempo relativista, y por
eso necesitamos otra manera de definir lo que es un campo vectorial dirigido al futuro. Sabe-
mos por los tutoriales que una estructura de métrica Lorentziana proporciona una estructura
de doble cono en el espacio tangente a cada punto. La pregunta es, "podemos usar esta
estructura de cono de manera similar a como usamos las superficies dt en la fisica de Newton
para definir los campos vectoriales dirigidos al futuro/pasado/espacio? La respuesta es "si,
pero no por si sola".
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Definicién (Orientacién temporal). Sea (M, O, AT, g) una variedad Lorentziana orientada.
Entonces una orientacién temporal por un campo vectorial suave 1" que

(i) no desvanece en ninguna parte, y
(ii) g(T,T) > 0.!

Proposiciéon 13.1.1. La combinacion de la métrica y la orientacion temporal es la que nos
permite definir los campos vectoriales dirigidos al futuro/pasado/espacio en el espaciotiempo
relativista.

La "demostracion" de la proposicién de arriba se deduce simplemente rompiendo la defini-
cion. La estructura métrica nos da una estructura de doble cono en el plano tangente a cada
p € M. Queremos identificar uno de esos conos como el futuro y el otro como el pasado.
Sabemos que un vector X que satisface g(X, X)|, > 0 cae entonces en uno de los dos conos
tangentes a p. Sin embargo, no nos dice en cual de los conos cae, y por lo tanto no sabemos si
es dirigido al futuro o dirigido al pasado. Necesitamos, por lo tanto, algin método de selec-
cionar qué cono es. Esto es precisamente lo que hace la orientaciéon temporal. La condicién
(i) nos dice que esta definido en cualquier parte, y por eso podemos definir el cono del futuro
en cada punto, y la condiciéon (ii) nos dice que T' cae dentro del cono (una necesidad obvia).
Entonces simplemente decimos ’cualquier cono T' que cae ahi, es el cono del futuro’. La 1l-
tima, pero muy importante, propiedad es que T es un campo vectorial suave. Esto significa
que los conos del futuro en puntos separados estan conectados suavemente. Es decir, el cono
seleccionado no se voltea de repente al movernos de un punto a otro.

Observacion 13.1.2. Para la imagen del espaciotiempo Newtoniano, siempre podemos encon-
trar un -asi llamado- atlas estratificado, en el cual todos los planos dt se encuentran horizon-
talmente en las cartas. Sin embargo, esto no es cierto par la representacion relativista; es
decir, en general no podemos definir un atlas de manera que todos los conos estén hacia ar-
riba. Fisicamente esto no es un problema porque, por supuesto, da lo mismo cémo aparezcan
en una carta, son las cosas fisicas lo que importan. Sin embargo, esto puede dificultar los
célculos, por lo que no merece la pena.

Notacion. No nos limitaremos a referirnos al espaciotiempo relativista sélo como espaci-
otiempo.

Notese que para el espaciotiempo Newtoniano un vector dirigido al futuro sélo tenia que
apuntar "por encima" de la superficie tangente dt y no habia restricciones en inclinacién
(es decir, el angulo entre el vector y el plano dt). Recordemos que definimos las particulas
para desplazarse a lo largo de las lineas del mundo dirigidas al futuro. Intuitivamente, esto
corresponde a la idea de que no hay limite para la velocidad ? de una particula, siempre que
aun esté dirigida al futuro. Obviamente, esto esta en contraste con la idea de la relatividad
especial de que no existe un objeto con masa que pueda viajar a la velocidad de la luz (o
mayor).

En la foto del espaciotiempo, sin embargo, requerimos que los vectores dirigidos al futuro
("future directed") caigan dentro del cono. Estan entonces limitados por la superficie del cono

'En nuestra firma que es (4, —, —, —). Para la firma (—, 4, +, +) la condicion seria g(T,T) < 0.
2Téngase en cuenta que no tenemos una métrica y por tanto en realidad no podemos definir aqui una
velocidad.
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Figura 13.1: Representacion pictorica del espacio tiempo relativista. La métrica g
produce una estructura de doble cono en el plano tangente a cada punto en la variedad.
Con objeto de diferenciar los dos conos, se introduce un campo vectorial suave T € T'T'’ M
de tal manera que, en cada puntop € M, el vector T, € T' apunta dentro de uno de los dos
conos asociado a ese punto. Este cono es entonces identificado como el 'cono del futuro’
asociado a ese punto. la suavidad de T (indicada por la region sombreada) asequra una
transicion suave desde el ’futuro’ de un cono al otro. Los conos de linea sdlida indican
los conos del “futuro’ y las lineas de trazos los conos del ’pasado’.

(la cual corresponde, como ya definiremos, a los -asi llamados- vectores nulos). Si entonces
identificamos la superficie de este cono con la lineas del mundo de la luz, esto corresponderia
exactamente a la condiciéon de que las particula masivas estan limitadas por la velocidad de
la luz. *

Vamos a verlo més preciso.

Postulado 1. La linea del mundo v de una particula masiva cumple
() 9y (V35005 Vya) > 0, 9
(1) 950 (L5 vy 5(0)) > 0-

Postulado 2. la linea del mundo v de una particula sin masa cumple
() 9y (V35005 Vya) = 0, 9
(i1) g,Y(A)(T, v%v()\)) > 0.

El postulado 1 nos dice que (i) la linea del mundo de una particula masiva cae dentro de
la estructura del cono, y (i) que esta dirigida al futuro. La tunica diferencia con el postulado

3Una vez mas debemos tener cuidado al hablar aqui de velocidad porque en relatividad la velocidad es
relativa. Lo que simplemente queremos decir es que no existe marco de referencia en en el que la velocidad de
una particula masiva exceda la velocidad dela luz.
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2 es que la linea del mundo de una particula sin masa cae en la superficie del cono futuro. Es
en este punto donde podemos identificar la superficie del cono como la trayectoria de la luz,
yva que la luz es una particula sin masa.

Observacion 13.1.8. La redacciéon de arriba es poco rigurosa. La trayectoria de la luz es la
linea del mundo, que esté definida en la variedad. Las superficies de los conos de luz viven en
los espacios tangentes. Por tanto, no tiene sentido identificar los dos. Lo que queremos decir
con identificar es que los vectores velocidad a la linea del mundo de la luz se encuentran en
el cono, lo cual es lo que dice exactamente la condicion (7).

U"}’ ,q ,UAY/ d

Figura 13.2: Lineas del mundo de una particula masiva (izquierda) y de una particula
sin masa (derecha). Es importante recordar que los conos y los vectores velocidad viven
en el espacio tangente al punto, no en la propia variedad, lo que la tmagen de arriba
podria conducir a creer.

Observacion 13.1.4. Notese que en la mecénica Newtoniana no podemos hablar de particulas
sin masa y por lo tanto no podemos definir algo similar al postulado 2.

Observacion 13.1.5. Hay que senalar que habiamos requerido que la orientaciéon temporal
fuese un campo vectorial suave no-evanescente ( "non-vanishing"). Ya hemos visto variedades
topoldgicas que no soportan ese tipo de cosas, a saber, la esfera. Estamos a salvo aqui por el
hecho de que podemos no definir una métrica Lorentziana en la esfera, por lo que no podemos
ni siquiera empezar a intentar y definir una orientacién temporal.

Ejemplo 13.1.6. Consideremos el ejemplo de espaciotiempo dado por M = R*, O = Oy v
donde el atlas contiene la carta (R*, 1gs). Sea la métrica en esa carta la dada por 9(z)ij = Mij
y la orientacién temporal por T{,) = (1,0,0,0). A partir de los componentes de la métrica

obtenemos simbolos de Christoffel evanescentes en cualquier parte Fkij = 0, y desde los
cuales, usando la conexiéon Levi-Civita, se deduce que la curvatura de Riemann desaparece.
Este espaciotiempo es, por tanto, plano. Es este el espaciotiempo de la relatividad especial,
y es conocido como espaciotiempo Minkowski (o simplemente espacio Minkowski). En
la carta dada, todas las representaciones de los conos de luz estan de pie derechos, es decir,
hacen un angulo de 45 grados con el plano horizontal.
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13.2 Observadores

Definicién (Observador). Un observador en un espaciotiempo 4-dimensional (M, O, AT, g, T)
es una linea del mundo =y de una particula masiva junto con una eleccion de base {eg(A), ..., e3(A)}
en cada T’ (,)M, with

(i) g(eq,ep) =MNap, ¥

(i) eo(A) = vy (0

donde?
Moo = 1, M1 = n22 = N33 = —1, y Nap =0 Va # b.

Notacion. Denominaremos a los observadores como (7, e) donde e representa la seleccion de
la base completa.

La condicion (i) es la de que la base sea ortogonal (en el sentido Lorentziano) en cada
espacio tangente. Aclararemos enseguida el significado de la condicion (ii), pero la idea es que
el observador no se mueva en el espacio con respecto a s{ mismo.

Hay una definicién alternativa, mas precisa, de un observador, que es la que damos abajo.

Definiciéon (Observador (Paquete/Haz de un Marco)(Frame Bundle)). Un observador es
una seccion suave en el paquete de marcos LM sobre M.

No tenemos que entrar en mucho detalle aqui sobre lo que es un paquete (o haz) de marcos,
pero la idea basica es que las fibras (del haz) son el espacio de las bases. Es decir, un elemento
en la fibra es la cuadrupla de elementos correspondiendo a una base por el punto p € M.
Tomamos una seccién, con lo que tenemos una base en cada punto a lo largo de la linea
del mundo y finalmente requerimos que la seccion sea suave, para que las bases hagan una
transicion suave de una a otra a medida que nos movemos a lo largo de y; es que no queremos
que la izquierda se caiga de repente.

Postulado 3. Un reloj llevado por un observador especifico (7y,e) medird un tiempo T,
conocido como el tiempo propio/eigen-tiempo ("proper time/ eigen-time"), entre dos eventos

(A1) y v(A2) como

A2
7= / d/\\/g(vvw(k)w'vry()\))'
A1

La combinacion de esta condicion (ii) en la definicion de un observador, es la que nos dice
sblo siguen el tiempo a medida que lo conocen. Como sugiere la cursiva, este tiempo estéa
definido con relacién a ellos. Lo que estamos resaltando aqui es el hecho de que el tiempo es
un concepto derivado de nuestro espaciotiempo. Por supuesto, un observador diferente podria
no estar de acuerdo con el tiempo y no habria manera de determinar cuél es el correcto de una
manera absoluta, a diferencia de en el espaciotiempo Newtoniano, donde la funcién del tiempo
absoluto nos darfa la respuesta. La idea es esta, que el tiempo es relativo y la simultaneidad
estd mal definida.

“Como es normal, esto es solo en nuestra firma. Si hemos usado (—,+, +, +) la definiciéon de 74, cambia
en consecuencia.



SESION 13. ESPACIOTIEMPO RELATIVISTICO 105

gl

Figura 13.3: representacion grdifica de un observador, (v,e). La curva v es la de una
particula masiva, y por cada punto p € v, el observador tiene una base para T,M, tal que
eo es la velocidad en ese punto. Las bases en los diferentes puntos estan relacionadas por
la curva suave en el haz de marcos — donde la suavidad asegura una transicion continua
desde uno en p hasta uno en q.

Observacion 13.2.1. Senalemos también que esto sblo tiene sentido para un observador que
mida tiempos entre eventos por los que ha pasado. FKEste es un punto sutil pero que en
realidad tiene un impacto de gran alcance, por ejemplo cuando se trata de hablar de temas
como superficies de desplazamiento al rojo infinito de agujeros negros.

Ejemplo 13.2.2. Consideremos dos observadores en el espaciotiempo Minkowski. Tengamos
estos observadores parametrizados en la carta (R*, 1g4) como

’y(m)()‘) = ()‘7070a0)
(A, ), 0,0) A<

D= D=

(A, (1 =X, 0,0) A >

para A € (0,1) y @ una constante entre 0 y 1. Calculamos

1 , 1
Ty = /0 AN/ 9(@)ii Vi) Vi) = /0 AW =1,

1 1
7'5:/2d)\ 1—a2+/1 d\/1 = (—a)2=+v1-a2
0 2

Por tanto, el observador ¢ mide un tiempo méas corto. Esta es la paradoja de los gemelos y la
dilatacion del tiempo, donde o — 1 corresponde a v — c.
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Postulado 4. Sea (v,e) un observador y d la linea del mundo de una particula masiva, que
estd parametrizada de manera que 9(0575()\), 0575()\)) =1 a todo lo largo de 6.° Supongamos que
el observador y la particula se encuentran en un p € M, es decir, v(11) = p = 0(12). Este
observador mide la 3-velocidad (o velocidad espacial) de esta particula como

Us(mo) = (6a : ’U675(7'2))ea7 a=1,2,3,

donde € es el a®"™° componente de la llamada base dual © de e.

En el postulado anterior vemos claramente la dependencia de la base y por eso sabemos
que un observador diferente, que también encuentre é en p € M, podria obtener una medida
diferente para la 3-velocidad de la particula masiva. Esta es exactamente la idea de que la
3-velocidad es un concepto relativo. Notese que la 4-velocidad vs 5(-,) es objetiva; Gnicamente
es la 3-velocidad (que la podemos imaginar como una ’proyeccion’ de la 4-velocidad en el
plano espacial del observador) la que esta mal definida.

13.3 Rol de las Transformaciones de Lorentz

Las transformaciones de Lorentz surgen como sigue: sean (v,e) y (7,€) observadores con
7(0) =75(0). Luego, {eo, -..,e3} y {€o, ..., €3} son ambas bases para el espacio tangente T’ g M.
Podemos entonces expresar la tltima base en funciéon de la primera. Es decir,
gOL = Abaeba
donde A € GL(4).” De la definicién de un observador tenemos
Nab = 9(€a, €p)
= Q(Amaema Anben)
= AmaAnbg(enu en)
o Nab = AmaAnbnmna

SEsto corresponde a normalizar la linea del mundo para seguir al reloj que lleva el observador. Elegimos
esto porque hace mas faciles las definiciones siguientes.

SPara mas detalles véanse las sesiones del curso "Lectures on the Geometrical Anatomy of Theoretical
Physics" del Dr. Schuller.

"Para el lector no familiarizado, este es el inevitable grupo de matrices de 4x4, conocido como el grupo
lineal general. Para mas detalles, véase cualquier curso de teoria de grupos.
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que nos dice que las As son elementos de las transformaciones de Lorentz , A € O(1,3).
Vemos, por tanto, que las transformaciones de Lorentz relacionan los marcos de dos ob-
servadores en el punto de encuentro. No tiene ningin significado decir que ’usamos una
transformacién de Lorentz para relacionar un marco de un observador en p € M con otro
observador en g # p € M’. Las trasformaciones de Lorentz, como tales, actiian en un unico
espacio tangente a la variedad, y no, de ninguna manera, actian en el espaciotiempo. Que

escribir cosas como
ot = A* v

es un completo sinsentido. Es cierto que, en relatividad especial, en la que el espaciotiempo
es plano, podemos extender el espacio tangente a toda la variedad, y entonces podriamos
decir ’ah, bien, entonces actia en todos los planos tangentes y, por ende, podemos pensar que
acttia en todo el espaciotiempo.’Esto nos trae de vuelta a Observacion 5.5.1, donde dijimos
que al hacerlo de ese modo nos limitamos a nosotros mismos, primero a las transformaciones
lineales entre marcos (de referencia) y a continuacion al caso especifico de las transformaciones
de Lorentz. Esto, fisicamente, no es una buena idea, porque el mundo objetivo no tiene en
cuenta los marcos que usamos y por lo tanto deberiamos ser capaces de transformar a cualquier
marco y estudiar fisica.



14 Materia

Hay dos tipos de materia (tedrica)'): materia puntual y materia de campo. Ejemplos de
cada una son: una particula masiva puntual y el campo electromagnético, respectivamente.
Como ya veremos, la materia de campo es la que genera la curvatura del espaciotiempo, y
por consiguiente, desde el punto de vista de la relatividad general, el tipo més fundamental
de materia es la materia de campo.

14.1 Materia Puntual

Los Postulado 1 y Postulado 2 ya restringen las posibles lineas del mundo para particulas ma-
sivas y sin masa. Sin embargo, no nos dicen cudl es su ley de movimiento precisa, posiblemente
en presencia de fuerzas.

14.1.1 Sin Fuerzas Externas

Sabemos que las ecuaciones de movimiento para un sistema pueden ser obtenidas variando una
accidon adecuada y obteniendo las ecuaciones de Euler-Lagrange. A continuacion se encuentran
las acciones para particulas masivas y sin masa, sin embargo méas adelante veremos que en
realidad podemos llegar a ellas como consecuencia de las ecuaciones de campo de Einstein.

Sassive [’Y] =m / d)‘\/g'y()\) (U%’Y()\)7v“/ﬁ()‘))’
Smassless [7; /,L] = / dX K Gy (n) (’U’Y,’Y(A)’ U'Ya’Y()‘))’

donde p es un multiplicador de Lagrange, que es introducido para que cuando variamos con
respecto a €l obtengamos g.(y) (U%A/(A), U%,Y()\)) = 0, que es la condicion (i) en el Postulado 2.
Por supuesto también introdujimos en nuestras acciones la condicion g,y (T, Uy /\)) > 0.

Es legitimo preguntar "por qué estamos empezando con acciones en lugar de simplemente
empezar con las ecuaciones de Euler-Lagrange?" La respuesta es simplemente por el hecho de
que podemos anadir varias acciones juntas facilmente y obtener a continuacion las ecuaciones
de movimiento para el sistema compuesto. Es decir, los sistemas compuestos tienen una accién
que es la suma de las acciones constitutivas, incluyendo posiblemente términos de interaccion,
y entonces variamos esta acciéon compuesta para obtener las ecuaciones de movimiento.

1Esto no es mas que una distincién académica, ya que a menudo es ttil pensar en estas dos clases separadas
y tratarlas respectivamente. En el mundo real, por supuesto, sélo tenemos materia.
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14.1.2 Presencia de Fuerzas Externas

A grandes rasgos, en relatividad especial, la reacciéon de una particula a una fuerza no es
instantanea, sino que tiene un cierto tiempo de retardo. Este tiempo de retardo se explica
por el hecho de que las fuerzas estan mediatizadas por campos y si la particula tiene que
reaccionar al campo tiene que estar acoplada. Por eso lo que realmente queremos decir por
"presencia de fuerzas externas" es "presencia de campos a los cuales se acopla la particula".

El ejemplo més claro de accién de una particula acoplada a un campo externo es el de
una particula masiva cargada acoplandose al campo electromagnético,

Slg; Al = /d)‘ [m\/gv(/\) (03700 Vy) + (A U%“/(A))}ﬂ

donde A € I'T'’M es el potencial electromagnético en M y ¢ € R es la carga de la particula.

Notacion. Hemos usado el punto y coma en los argumentos de la accién para indicar que
tratamos A como una cantidad fija, y por eso no hay variacién con respecto a ella.

Ejercicio

Sea Liyt := q(A Uy ,\)). Usamos una carta (U, z) para indicar que las ecuaciones de
Euler-Lagrange de la accién de arriba son

m(Ve,0,)" = —gF%3,

donde Fab = gac(AC’b — Abﬁ).
Pista: st estds estancado, puedes sequirlo en los videos.

El resultado del ejercicio anterior es la ley de la fuerza de Lorentz en una particula cargada
en el campo electromagnético. Notese también que la accidon dada arriba es reparametrizacion
(A = N())) invariante, como debe ser si tiene que ser la accion de la ley de fuerza de Lorentz.

14.2 Materia de Campo

Definicién (Materia de Campo Clasica). Materia de campo Clasica” es cualquier tensor

en el espaciotiempo cuyas ecuaciones de movimiento derivan de una accion.

Esta definicién es por supuesto muy poco ttil, pero la utilizamos porque es dificil dar otra
definicién que no exagere o subestime lo que es la materia de campo. Nosotros vemos més
bien lo que es la materia de campo considerando la accion de Maxwell.?

1
SMaxwell [A7 g] = Z / d.’IJ4 V _gFachdgacgbd7
M

donde, por el momento, hemos asumido que la métrica es fija.

2Como en no-quantum.

3En la definicién de abajo hemos asumido que hay una carta que cubre la totalidad del espaciotiempo. Si
este no es el caso, la definicién se mantiene, pero s6lo tenemos que usar las ideas discutidas al final de la clase
12.
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Observacion 14.2.1. Notese que usamos y/—g, no solo /g. Esto es porque estamos tratando
con una métrica Lorentziana que tiene determinante negativo.

Ejemplo 14.2.2. Si tomamos nuestro espaciotiempo como el espaciotiempo de Minkowski y

usamos el mapa (R, 1gs), tenemos g = —1, g? = n?% y asi la accion de Maxwell se convierte
en

. 1
Skalaig) = § [ datFuF,
R

Maxwell

que nos puede resultar familiar. Notese, no obstante, que sbélo toma esta forma en esta carta.
Si elegimos coordenadas polares, no tendremos g = —1 ni g% = n.

Las ecuaciones de Euler para una accion de campo (en una carta) estan dadas por

0= oc. 0 oL n 0 9 0’L B
0A,,  0xs \ 00sAn, Oxt 0z \ 00,0sAp, U
donde la tendencia sigue con signo alternativo. El célculo de las ecuaciones de Euler-Lagrange
para la accion de Maxwell da las ecuaciones de Maxwell no homogéneas

(VoF)® = 0.

Si hubiéramos considerado la accién incluyendo un acoplamiento a una corriente j € I'T' M,

) 1 ac )
SlAig.4) =5 /M dat /=g (FupFeag®g™ + A - j),

las ecuaciones de Euler-Lagrange se convertirian en
(vaF )ab =J b
Las dos ecuaciones de Maxwell restantes pueden obtenerse mediante

(ViaF) g = 0.
Observacion 14.2.3. Hay una manera mas elegante (en mi opiniéon) de escribir las ecuaciones
de Maxwell, pero incluye introducir correctamente la derivada exterior, d, y el asterisco Hodge
(Hodge star), *. las formulas son

dF =0 y d* F = xj,

donde F' = dA es el tensor de Faraday y J es la densidad de corriente. El lector interesado
puede dirigirse al Ejemplo 3.14 y al Ejercicio 3.28 del libro de texto de Renteln Manifolds,
Tensors, and Forms (o muchos otros libros de texto que lo tratan).

Hay otros ejemplos bien apreciados (en libros de texto), incluyendo la accion Klein-Gordan

Skald] == /M dy/ =3[9 DudbOn — m*6?],

donde ¢ € C*°(M), es un campo escalar en el espaciotiempo.
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14.3 Tensor Energia-Momento De Los Campos de Materia

Hemos supuesto siempre hasta ahora que nos ha sido dada la métrica Lorentziana para nuestro
espaciotiempo. La pregunta obvia es "qué métrica?" Si vamos a describir un sistema fisico,
p-€j. el universo, obviamente queremos una métrica que nos dé precisamente estos resultados
fisicos. Por lo tanto, queremos obtener alguna accién para el tensor métrico mismo, que
denominaremos Sgrav[g]. Esta accion seré anadida a cualquier accién de materia Smaterial---),
con objeto de describir el sistema total.

Ejemplo 14.3.1. Si tomamos la accién de Maxwell tenemos

Stotal [g, A] = Sgrav [g] + SMaxweH [A, 9]7

donde la métrica ya no es tomada como fija en la accion de Maxwell, es decir, usamos una
coma, no un punto y coma.

Por supuesto, si variamos la accién total con respecto al argumento de la accién de materia
(A en el ejemplo anterior) solo nos dara las ecuaciones de movimiento (ecuaciones de Maxwell
en el ejemplo). Sin embargo, variando ahora con respecto a g nos daré una contribucion desde
ambos Sgrav Y Smateria,
Gap = 8TGN Ty,

donde Gy es la contribucion de Sgray, Typ es la contribucion de Spateria, ¥ donde hemos
incluido el factor 8wGy, donde G es la constante de Newton, por convencion. Esta es la
llamada ecuaciéon de Einstein.

Una vez hemos fijado Sgray obtendremos por supuesto siempre la misma Gy, pero el Ty,
depende de la acciéon de la materia que estemos utilizando. Podemos asegurar que nues-
tras ecuaciones del movimiento siempre satisfacen la ecuaciéon de Einstein introduciendo la
siguiente definicion.

Definiciéon (Tensor Energia-Momento). Sea Smaterial---, 9] cualquier acciéon de materia que se
acopla a la métrica. Definimos a continuacién los componentes del tensor energia-momento
mediante

-2 aEmateria 0 ( 8ﬁmateria ) 0 0 ( 82 Emateria > _ :|

T . — _ 7 | ZZmateria v o
V=g 8gab Ox® 88sgab Ozt 0x® aatasgatb

donde los términos contintian alternando el signo.

Observacion 14.3.2. En la definicién anterior deciamos "que se acopla a la métrica". Esto es
verdad para todos los campos de materia clasicos del modelo estandar, y asi lo mantendremos
siempre en este curso.

Observacion 14.3.3. El signo menos en la definicién anterior se incluye para garantizar T'(e?, e) >
0, lo que nos dice que la energia es positiva.

Ejemplo 14.3.4. para la accion de Maxwell, el tensor energia-momento es

1
Tab = Famangmn - Zanangab-



15 Gravedad de Einstein

Observacion 15.0.1. En esta sesion (y en las siguientes) vamos a usar muchos indices. Obvi-
amente esto implica que estamos usando cartas y de ahi que los resultados podrian resultar
al final un sinsentido. Esta observacion afirma que los resultados, salvo especificado en con-
trario, son por supuesto dependientes de la carta, y simplemente usamos indices para dejar
claro desde el punto de vista notacional, lo que estamos haciendo.

Recordemos que en la sesion ("lecture”), pudimos reformular la ecuacion de Poisson,
V2¢ = 4nGnp, en términos de la curvatura del espaciotiempo Newtoniano, a saber, como
Ricgg = 4nGnp. Esto llevo a Einstein a postular las ecuaciones de campo relativisticas para
la métrica Lorentziana g del espaciotiempo’ como

RiCab = 87TGNTab.

Sin embargo, esta ecuacién adolece de un problema: puede mostrarse ? que (VT )“b = 0. Esto
implicaria que (V4Ric)? = 0, lo que en general no es cierto. Einstein traté de argumentar este
problema, pero resulta que estas ecuaciones son fundamentalmente erréneas y no se pueden
sostener, y nosotros para obtener un nuevo conjunto de ecuaciones de campo.

15.1 Hilbert

Hilbert era un especialista en principios de variacién y tuvo la brillante idea de decir "El lado
derecho de las ecuaciones de campo gravitacionales vienen de una accién, entonces por qué no
intentamos y obtenemos el lado izquierdo también de una accion?" Decidi6é trabajar a través
de las acciones méas simples® que pudo, hasta que consiguié uno que funcionara. Su resultado
final fue el siguiente:

Sulg] = /M V=GR = /M V=g Ricapg™.

El objetivo es variar esta accidén con respecto a g, y obtener un tensor, que denominamos
—G% 1 El siguiente paso obvio es hacer esta variacion y hallar lo que es —G®.

'Recordemos que cuando decimos espaciotiempo nos referimos a espaciotiempo relativista.

2Ver mis notas sobre el curso de teoria de cuerdas del Dr. Shiraz Minwalla, para un esquema de la prueba.
3Es decir, pregunté qué combinacién de objetos dara un campo escalar.

4E] signo menos no es mas que una convencién de notacion.
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15.2 Variacion de Sy

Tenemos
dSulg] = / [5\/ —g - Ricgp - gab 4+ v/—g - ORicyy -g“b 4+ +/—g - Ricg - 6gab].
M

Veamos esto término a término.
Consideremos primero dg, de g := det g = exp (Tr(ln g)), tenemos

g 9"6gap 1 b
5 = ——— = — — — . a 5
g Ner 5V =9 9" 0gab

A continuacion, observemos §¢g%°. Sabemos que g*°gq, = 0y, y de ahi tenemos
89% - geb + 9% 09 =0 = 59" =—¢"" - g"" - Sgpn,

donde hemos renombrado los indices en la tltima ecuacion.

Finalmente, tenemos que resolver dRicy,. Esto es un poco méas complicado, e implica que
hagamos algunos pasos inteligentes. Comenzamos por considerar las coordenadas normales,”
lo que nos da

(5Ricab B (5(Fmam7b) — 5(Fmab,m) = (6Fmam)7b — ((5Fmab) m

Esto parece una idea horrible porque los resultados dependen del hecho de que estamos en
coordenada normales. Sin embargo, ahora utilizamos un truco muy inteligente. Recordemos
que I's no son componentes de un tensor porque tienen un término en su transformacion dado
por derivadas segundas. Y constatamos que ese término no depende de las propias I's, y por
lo tanto si tomamos la diferencia de las dos I's este término desapareceré en la transformacion.
Es decir N
ey~ Do

se transforman como los componentes de un tensor. Observamos entonces que la derivada
esencialmente compara dos I's, y de ahi se concluye que las derivadas de las I's son por supuesto
componentes de un tensor (1,2). Esto esta bien, pero entonces caemos en el problema de que
no podemos simplemente tomar la derivada de un tensor. Este problema se resuelve facilmente
dado que estamos considerando coordenadas normales, y por tanto la derivada covariante y
las derivadas parciales coinciden (es decir que las I's en coordenadas normales desaparecen
("vanish")). Entonces tenemos

V=9 -9® - 6Rice = V=g - g*- [(5Fmam) — <5Fmab);m]

=+—g- [(gabérmam);b _ (gabéFmab);m}
= \/jg[Ab;b - Bm;m]7

donde hemos definido A® := ¢?6T"™,,, v de forma similar hemos usado para B’ la condicién
de compatibilidad métrica (ya que el espaciotiempo esta dotado de la conexion Levi-Civita)
para ‘mover ¢ dentro de la derivada covariante’. A continuaciéon tenemos

1
V=9p="5V-9" 9%+ Gacp

5Esto es un espacio plano local, por lo que I's desaparece, pero sus derivadas no tienen porqué desaparecer.
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lo cual, usando las coordenadas normales junto con la condicién de compatibilidad métrica,
nos da

— b — 1 e —
( _gA) b =V 9| — 59 'gac,b'Ab+Ab;b = _gAb;b-

Por lo que finalmente llegamos a
. b b
VG ORicw = (VGA), - (VD)

Agrupando términos, tenemos

1 . ac .
0Sulg) = /M [2\/—990d(5gcd)g“lecab — V=99 4"6gcaRicas + (vV=94") , = (V=9B") ,|-

Ahora observamos que los dos ultimos términos son integrales de volumen sobre divergencias
y entonces, por la ley de Stoke, hay términos de superficie. Estos términos, por consiguiente,
no contribuyen a las ecuaciones de movimiento, que es en lo que estamos interesados, y asf
podemos esencialmente descartarlas. . Esto nos deja finalmente con

0=905y = / vV—90Gap [;gabR — Ricab] )
M

donde hemos usado R := ¢®Rice v Ric®® = ¢%¢"Ricy, v luego hemos reetiquetado los
indices. Esto debe ser valido para una variaciéon arbitraria dg.p, v asi concluimos

Gab _ RiCab o lgabR
2
Esta expresion es conocida como la (componentes de la) curvatura de Einstein. Son las
ecuaciones de campo para el espaciotiempo del vacio, es decir, uno sin materia. Si incluimos
materia en el espaciotiempo, la accién cambia de acuerdo con la sesién anterior, y obtenemos®

. 1
Gap = Ricgy — §gabR = 81GNTyp.

Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de Einstein, ya que Einstein también
lleg6 a este resultado utilizando argumentos mas fisicos. Como tal, la acciéon de Hilbert suele
llamarse acciéon de Einstein-Hilbert y se denota

Spilg) = /M V4R.

Observacion 15.2.1. teniendo en cuanta la observacion hecha al principio de esta sesién, ya
tenemos una via clara para distinguir la curvatura de Riemann, la curvatura de Ricci y el
escalar de Ricci, a saber, el nimero de indices. Escribiremos por lo tanto las ecuaciones de
Einstein simplemente como

1
G = R™ — Sg"R = 8nGNT"".

Hacemos esto tanto por brevedad de la notacién, como también porque es asi como aparecen
en practicamente todos los libros de texto.

5Notese que aqui hemos hemos movido los indices hacia abajo.Es molesto mover los indices en ecuaciones
arriba y abajo de esta manera, sin embargo hay que tener cuidado al hacerlo ya que para hacer eso los
componentes de la métrica se han usado dos veces.
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15.3 Solucién del problema de (V,7)% =0

Recordemos la identidad de Bianchi en componentes’
Rab[mn;é] = Rabmn;é + Rab@m;n + Rabn@;m =0.

Si entonces utilizamos la condicién de compatibilidad métrica obtenemos la llamada identidad
contraida de Bianchi

Rab[mn;é] = Rabmn;@ + Rab[m;n + Rabné;m =0.

Puede usarse mas contraccion (es decir, utilizando los componentes métricos para igualar los
indices) y dar®

y asi obtenemos

lo cual resuelve el problema.

15.4 Variaciones de las Ecuaciones de Campo

Primero elijamos unidades tal como Gy = 87, de manera que el factor en las ecuaciones de
FEinstein se convierta en 1, y asi tenemos

1
Rab - §gabR = Tab'

Ahora vamos a manipular esto un poco para expresarlo de maneras diferentes.

15.4.1 Expresion escalar de Ricci

Consideremos primero a contraccion con ¢?°. Esto da

1
9T = g™ Rapy — §g”b9abR

T=R-2R
T =—-R,

donde hemos usado g*g., = 6¢ = dim M = 4, y donde hemos definido T := g®T,;. Susti-
tuyendo esto en las ecuaciones de Einstein, obtenemos

1 .
Rap = Top — i.gabT =: Tp-
Por tanto tenemos Rg = T,p, que tiene la misma forma que Einstein propuso al comienzo
de esta sesion, con la tnica diferencia de que tenemos que usar el tensor energia-momento
modificado.

"Técnicamente aqui falta un 3!, pero la parte derecha desaparece por lo que no es importante.
8Veéase el tutorial.
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15.4.2 Constante Cosmolégica

Se podria modificar la accion Einstein-Hilbert para incluir un término constante A, conocido
como la constante cosmoloégica. Es decir

Senlgl = /M V—=g(R+2A).

Se puede preguntar por qué lo hacemos, y la respuesta tiene que ver con hablar de un
universo en expansiéon. Einstein inicialmente la incluyé como un valor negativo para asegurar
que el universo era estatico (es decir, sin expandirse). Hubble asegur6 entonces que sin duda
el universo se estaba expandiendo, por lo que podiamos tener A = 0, lo que llevo a Einstein
a llamarlo su "mayor error". Ahora ocurre que el universo no soélo se esta expandiendo, sino
que también se esta acelerando en su expansion y por eso se requiere A > 0.

La verdadera pregunta es, sin embargo, ;qué es en la Tierra la constante cosmologica?
Bien, si pensamos que [ m vV —9R es la gravedad, nos encontramos con que A es una contribu-
cién de la materia a la accién que siempre esta ahi. Es decir, que tiene una contribucion a las
ecuaciones de campo de la forma Agg.

Esto es bastante notable, sin embargo, ya que A es un constante, y g, # 0 en todas
partes” y por lo tanto esta contribucion de la materia toma el mismo valor sobre la totalidad
del universo! Téngase en cuenta que tampoco se acopla a cualquier campo. Esto es lo que la
gente llama energia oscura.

La siguiente pregunta es: qué es lo que causa la energia oscura? La respuesta es que nadie
lo sabe.

Nuestras observaciones nos dicen que, aunque A # 0, es muy pequena. Eso es lo que
nos preocupa. Necesitamos algo que exista en todo el universo de forma constante, pero que
tampoco aporte mucha energia al sistema del universo. Para hacerse una idea de la gravedad
de este problema, consideremos la siguiente propuesta.

Se sugirié que las fluctuaciones en el vacio de las teorias cuénticas de campo podrian ser
la raiz de la energfa oscura. Sin embargo, el calculo de la contribucién a la energia procedente
tnicamente de las fluctuaciones QCD (Quamtum Chromodinamics) dio un valor de A que era
120 6rdenes de magnitud mas grande!

9Bueno, al menos en todos los lugares en los que esta definida. Quién sabe qué valores toma en lugares
como la singularidad.



16 Geometria Optica I

Observacion 16.0.1. Esta sesion es impartida por el Dr. Werner, y decide utilizar la firma
opuesta a la del Dr. Schuller, es decir, utiliza (—,+,+,4+). Voy a cambiar a esta firma
también como el Dr. Schuller cambia a ella de todos modos en la sesiéon 20 y también es mi
firma preferida.

Notacion. El Dr. Werner usa la notacién en la cual los indices griegos representan compo-
nentes del espaciotiempo (es decir, u = 0, 1,2, 3), mientras que los indices latinos representan
los componentes espaciales (es decir, ¢ = 1,2,3). Nosotros vamos a usar aqui la convenciéon
contraria, ya que es la hemos venido utilizando a lo largo de estas notas.

Vamos a observar la lente gravitacional, que es la curvatura de la luz en el espacio. Histori-
camente, las lentes gravitacionales han desempenado un papel realmente importante en el
campo de la relatividad general, ya que fueron una de las primeras predicciones propuestas de
la teorfa. Para estudiar las lentes gravitacionales, volveremos primero al principio de Fermat
e intentaremos expresarlo en el contexto de la Relatividad general.

16.1 Principio de Fermat

Clasicamente, el principio de Fermat es la declaracién de que la luz ha de seguir una trayectoria
que minimice su tiempo. Es decir,

oza/dtza/ldeza/"de.
5y 4V v €

Sin embargo, hay un problema al intentar hacer esto en la RG (Relatividad General); los
rayos de luz siguen geodésicas nulas y, por tanto, tienen una longitud espacial nula. Es decir
9(Vy4(2)> Vy,y()) = 0 para toda v que representa el camino del rayo de luz.

Para proceder aqui, vamos a asumir que nuestro espaciotiempo es el llamado estacionario.

Definicion (Espaciotiempo Estacionario). Un espaciotiempo (M, O, A, g, T) es llamado esta-
cionario si admite un campo vectorial Killing K tal que g(K, K) < 0.!

Afirmacion 16.1.1. Un espaciotiempo estacionario es aquel en el que podemos encontrar una
carta tal que las componentes de la métrica no dependen del tiempo.

!Técnicamente todo lo que requerimos es que el espaciotiempo tenga una regiéon asintéticamente plana, y
que el campo vectorial de Killing satisfaga g(K, K) < 0 en esta region. Esta distincion se traslada a algunas
de las siguientes expresiones, pero la ignoraremos en estas notas, ya que la idea general se mantiene.
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Proof. Recordemos que un campo vectorial es Killing si Lxg = 0.El ejercicio al final de la
sesion 11 muestra que en una carta esta condicion se lee

Tc.gab,c + gchc,a + gcaTC,b =0.

Imaginemos ahora que cogemos una carta tal que 7' = 659, = 0o, entonces los dos segundos
términos desaparecen y nos quedamos simplemente con

Gab,0 = 07

que es la declaracion de que los componentes métricos son independiente del tiempo en esta
carta. O

En la carta descrita arriba, un espaciotiempo estacionario general es aquel cuya métrica
es de la forma

g=—dt ®dt + wy(dt ® da* + dz* ® dt) + hyda* @ dz”,

donde hy, = diag(+,+,+), y donde ambos h,, y w, son funciones tnicamente de las xs, es
decir hy,0 =0 = w, -

Definiciéon (Espaciotiempo Estatico). Un espaciotiempo (M, O, A, g,T') es denominado es-
tatico si es estacionario e hipersuperficie-ortogonal, lo que esencialmente significa w,, = 0 para
todo p € {1,2,3}.

Observacion 16.1.2. Las w;s tienen la bonita interpretacion geométrica de ser (la parte espa-
cial) de un vector de torsion, que corresponde a la rotacion del espaciotiempo. Asi pues, la
diferencia entre un espaciotiempo estacionario y uno estatico puede ser considerada como que
permite o no la rotacion.

Terminaré transcribiendo esta clase, y después las tres proximas. Aunque he transcrito
todas las conferencias del Dr. Schuller. Estas conferencias estan muy bien enseniadas (s6lo
decidi terminar el material del Dr. Schuller primero), asi que por favor véanlas si atn no lo
han hecho.

é h

1. Principio GR — es la variaciéon del tiempo de llegada la que desaparece, no el
tiempo total.

2. Geometria Finsler-Randers
3. Métrica optica
4. Schwarzchild

5. Curvatura Gaussiana




17

Geometria optica 11

. Desviacién geodésica

. Demostrar que para el espaciotiempo de Schwarzschild las geodésicas divergen

localmente en todas partes.

. Si eso es cierto, jcomo se obtienen multiples imagenes de las estrellas? Debe

haber alguna propiedad global que las haga converger de nuevo.

. Guass-Bonnet
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18 Formulacion canénica de GR 1
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19 La formulacion canénica de GR
11
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20 Cosmologia: La época temprana

La Cosmologia es el estudio del espacio-tiempo de todo el universo. Como hemos visto, las
ecuaciones de Einstein son muy poco lineales y, por tanto, dificiles de resolver.! Sin embargo,
nos permiten formular la pregunta cientifica de mayor alcance posible: "; Cémo evoluciond el
universo?"

Ahora parece una tarea increiblemente audaz intentar resolver las ecuaciones de Einstein
para todo el universo, cuando acabamos de decir que ya son muy dificiles de resolver a
escalas mucho mas pequenas con condiciones restrictivas. De hecho, resolver las ecuaciones
de Einstein para todo el universo puede considerarse como el problema "mas dificil" porque
nuestro tensor de energia-momento debe incluir "toda" la materia del universo.

Para resolver el problema vamos a introducir algunas ideas y a utilizarlas de forma im-
prudente, lo que significa que no esté claro a priori si es un procedimiento valido. Seguiremos
comentando esto a medida que avancemos.

Observacion 20.0.1. Como mencionamos en Observacion 16.0.1, ahora usaremos la firma como
(—,+,+,+) para que cuando nos limitemos a la parte espacial del universo (lo que haremos
a continuacion) no tengamos que llevar signos menos.

20.1 Supuesto de homogeneidad espacial& Isotropia a gran escala

La idea es suponer que si nos "alejaramos" lo suficiente y observiaramos el universo a gran
escala, el "desorden" a pequena escala desapareceria y obtendriamos una imagen homogénea
(igual en todos los lugares) e isotropica (igual en todas las direcciones).

Observacion 20.1.1. Notese que hemos dicho homogeneidad e isotropia espaciales. Seria de-
masiado suponer que el universo es también homogéneo e isdétropo en el tiempo. Sin embargo,
la relatividad se basa en la idea de que el espacio y el tiempo son esencialmente indistin-
guibles (en el sentido de que son dos partes de la misma cosa), por lo que debemos aclarar
qué entendemos por espacial y temporal. Volveremos sobre ello.

Estas suposiciones nos permiten hacer un enfoque simétrico para la métrica del espaci-
otiempo del universo, y al hacerlo simplificamos masivamente las ecuaciones de Einstein. Sin
embargo, es importante senalar que hacer esto es muy imprudente. No tenemos la garantia de
que hacer tal enfoque a priori nos dé la misma solucién que obtendriamos al resolver primero
el problema y luego imponiendo el enfoque. Sin embargo, este es el método que se utiliza en
la cosmologia dominante, por lo que lo adoptaremos en este caso.

'De hecho, nadie ha sido capaz de escribir una solucién general.
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Observacion 20.1.2. Téngase en cuenta que el hecho de que una idea sea adoptada por la
corriente principal de investigaciéon no tiene por qué ser cierta. Esto es s6lo un comentario
para resaltar el punto de que cuando se investiga no siempre es una mala idea estar en
desacuerdo con las ideas de la corriente principal (siempre que se tengan pruebas para apoyar
las afirmaciones).

Recordando la discusion del final de la lecciéon 11, podemos formular los anteriores supuestos
de simetria de forma més precisa. Decimos que nuestro espaciotiempo admite 6 campos % vec-
toriales Killing espaciales, que designamos como Ji, Ja, J3, P1, Po» y P3. Los Jgs corresponden
a las simetrias de rotacion (es decir, la condicion de isotropia) y los P,s corresponden a las
simetrias de traslacion (es decir, la condicion de homogeneidad). Satisfacen las siguientes

relaciones
Janb Zeabc cs [Pchb} =0, y Ja>Pb Zeabc

Observacion 20.1.53. Obsérvese que se trata de una condicién para todo el espaciotiempo, no
solo para algtn tipo de rodaja espacial (sea lo que sea). S6lo proporcionando estos 6 campos
vectoriales de Killing podemos averiguar lo que queriamos decir antes con la homogeneidad e
isotropia "espaciales". Es decir, observamos los "planos" que abarcan estos 6 campos vectori-
ales de Killing y los identificamos como planos espaciales y los campos vectoriales ortogonales
a ellos como el flujo temporal.

Es importante tener cuidado con llevar esta idea demasiado lejos. Sabemos que los ob-
servadores que se mueven tienen "ejes temporales inclinados" entre si, por lo que podriamos
pensar que sus planos espaciales, y por tanto los vectores de Killing, también se inclinan.
Evidentemente, esto no es fisico (una simetria de una meétrica es independiente de que un
observador la perciba) y, por tanto, no puede ser el caso.

Afortunadamente, para 6 campos vectoriales de Killing (linealmente independientes-R)
existe un atajo’ para entender como es una métrica con tales simetrias.

Lema 20.1.4. En una variedad d-dimensional el nimero mdzimo de campos vectoriales de
Killing -linealmente independientes-R es d(d + 1)/2, que es igual al nimero de funciones
componentes independientes de una métrica en d-dimensiones.

Proof. (Por ejemplo)* Recordemos que la condiciéon del vector de Killing puede expresarse
como
9(VxK,Y) +g(X,VyK) = 0.

Si elegimos una carta en la que simplemente tenemos X = 0, y Y = 0y (es decir, apuntan a

lo largo de una de las direcciones de la base cada uno) entonces esta condicion se convierte

en5

Kpq + Kqp = 0.

2Es decir g(K, K) > 0 en nuestra firma actualizada.

3En relacién a tener que introducir una carta de coordenadas y trabajar a partir de ella.

4Una prueba completa no es muy diferente y se puede encontrar en Gravitation and Cosmology: Principles
and Applications of the General Theory of Relativity de Weinberg, en la Parte 4, Capitulo 13, Seccion 1.

®Intentar mostrar esto como un ejercicio adicional.
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Ahora recordemos que la definicién del tensor de Riemann (en ausencia de Torsién) puede
escribirse como

Riem?cop Kg = ViVaKe = VaViKe =t Koy — Kepa-

Poniendo esto en la identidad de Bianchi
Riemd[abc} =0

nos da
(Ka;b - Kb;a);c + (Kb;c - Kc;b);a + (Kc;a - Ka;c);b - 07

que utilizando la condicion graficada (en carta) de Killing nos da
Ka;b;c = Kc;b;a - Kc;a;b = _RdcabKd-

Ahora viene la parte "por ejemplo". Consideremos un espacio plano d-dimensional, entonces
las componentes del tensor de Riemann desaparecen todas y podemos elegir una carta tal
que las I's desparecen, y asi la derivada covariante se convierte simplemente en la derivada
parcial. Por tanto, tenemos

b
Ka,b,c =0, <~ Ko = Bz’ + aq,

para las constantes S v Q.

Ahora s6lo tenemos que imponer la condiciéon de independencia lineal. La antisimetria
nos dice que Bg, = —fpe ¥ por lo tanto hay d(d — 1)/2 componentes [, independientes y
claramente hay d componentes «, independientes. Sumando ambos nos da

d(d—1) d(d+1)

d=——F7-—7".
2 + 2

O

Un espacio con el maximo ntimero de campos vectoriales de Killing se denomina espacio
maximalista y se dice que la métrica es simétrica al maximo.

A partir del lema anterior (y del hecho de que 3(3 + 1)/2 = 6) vemos que la métrica
espacial inducida a partir de la métrica del espacio-tiempo en los tramos espaciales abarcados
por los campos vectoriales de Killing es la métrica de un espacio de 3 dimensiones de méxima
simetria.

Definiciéon (Curvatura de Secciéon). Dada una variedad Riemann (M, O, A, g) y dos vectores
tangentes linealmente independientes en el mismo punto X,Y € T, M, podemos definir la
curvatura de seccién como

g(Riem(~,Y, X,Y),X)

K(X,Y) = 55
g(X,X)g(Y,Y) - [g(X, Y)]

donde Riem(-,Y, X,Y) =VxVyY - VyVxY € T, M.

La curvatura de seccién puede verse geométricamente como el producto de las curvaturas
en un punto. Por ejemplo, las dos direcciones de curvatura de una esfera "van hacia dentro",
por lo que tienen el mismo signo y por tanto x > 0. Alternativamente, la garganta de un
agujero de gusano tiene k < 0.
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Observacion 20.1.5. Obsérvese que la curvatura de la seccién en realidad sélo depende del
plano-2 o, C T, M abarcada por X e Y. Para espacios de dimension d > 2, los diferentes
2-plano nos hablan del producto de las diferentes curvaturas.

Definiciéon (Curvatura (de Seccion) Constante). Se dice que un espacio tiene curvatura (de
seccion) constante si k toma el mismo valor en cada punto en M y cada 2-plano.

Proposicion 20.1.6. Las variedades riemannianas con curvatura constante pueden tener una
de estas tres geometrias:

(i) plana k=0,
(ii) esférica k >0, o
(iii) hiperbolica k < 0.
Esos espacios son denominados formas espaciales.

para un espaciotiempo con curvatura constante tenemos

Riemaﬁp& = H(’Yap’mé - 7a5759)7

donde 7,4 es la métrica espacial que puede escribirse en una determinada carta como

1
ez 00
Yap (7“, 0, 90) = 0 r? 0
0 0 r2sin6 B
La métrica espaciotiempo tiene entonces la forma
-1 0 0 0
2
0 a(t) 0 0
t,r,0, = 1—kr? ’
gab( (P) 0 0 a2 (t)?”2 0
0 0 0 a?(t)r?sin? 6

ab

donde a : R — R es denominado factor de escala, que es toda la libertad que queda
después de la reduccion de la simetria. Geométricamente, a(t) nos dice como se relacionan
los diferentes cortes espaciales. Es decir, si tuviéramos un espacio espacial esférico y a(t) =t
entonces los espacios espaciales serian un conjunto de esferas de radio creciente.

Lema 20.1.7. Podemos redefinir a(t) de manera que nuestra condicion para las geometrias
de curvatura constante se convierte en k = 0, +£1.

Observacion 20.1.8. Notese que, siempre que a(t) no sea constante, el campo vectorial tem-
poral (es decir, la ortogonal a todos los campos vectoriales de Killing) no es Killing. Es decir,
en nuestra carta

Log#0.
ot

Esta es la afirmaciéon de que el universo no tiene por qué ser estacionario.
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20.2 Ecuaciones de Einstein

20.2.1 Tensor de Ricci

Busquemos las I's para nuestro espaciotiempo anterior. Tenemos

1
Ftaﬁ - igtg (gaa,ﬁ + 9Bo,a — gaﬁ,o)

= —%8t<a2(t)'ya5(7“7 0,%))

= ad'Ya,Bv

donde hemos usado el hecho de que g4 es diagonal por lo que s6lo tenemos que tomar o = ¢.
De igual manera tenemos

a
I'“ys = —63.
tg a B

Tenemos también que todas las I's espaciales (es decir, las que son de la forma I'“g,) solo
dependen de v métrica-3.

Mostrar que todas las I's no relacionadas con lo anterior (es decir, que no pueden ser
obtenidas por simetria de indices) desaparecen.
Esto es bastante tedioso, pero vale la pena hacerlo para practicar.

Podemos usar los resultados anteriores para mostrar que los componentes del tensor de
Ricci son

Ricy = —3%, y  Ricag = (aii + 2% + 25)Yas.
a

Mostrar los resultados del tensor de Ricci anterior.

20.2.2 Materia

Hasta ahora s6lo hemos utilizado las condiciones de simetria para hablar de la geometria,
y no de la propia distribucién de la materia. Ahora podemos utilizar nuestras condiciones
de simetria exactamente para esto, y al hacerlo obtener el lado derecho de las ecuaciones de
Einstein. Es decir, queremos averiguar qué tipo de distribuciones de materia estan permitidas
para que se cumplan las condiciones de simetria.

El truco consiste en volver a "alejarnos" y observar sélo la materia a una escala muy grande.
Modelamos la materia en el universo mediante el siguiente tensor de energia-momento

Tab _ (,0 +p)uaub _i_pgab’

donde u® = (1,0,0,0)* en nuestras coordenadas. Dicho modelo es conocido como fluido
perfecto de densidad p y presiéon p.

En términos graficos, esto se ve como la idea de que las lineas del mundo de las estructuras
a gran escala (por ejemplo, los cimulos galacticos) fluyen a lo largo de alguna direcciéon
temporal, dada por wu.
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u

Observacion 20.2.1. Notese que la presion y la densidad pueden ser funciones de ¢, pero no
pueden ser funciones de (1,0, ¢). Esta es la afirmacion de que pueden variar a través del
tiempo, pero si queremos homogeneidad e isotropia, no pueden variar a través del espacio.

Terminologia. El campo vectorial v es a menudo denominado tiempo césmico, ya que rep-
resenta como fluye el cosmos a través del tiempo.

20.2.3 Reducciéon de las Ecuaciones de Einstein

Recordemos que podemos escribir las ecuaciones de Einstein como
. 1
RlCab = 87TGN Tab — §Tgab .

Insertando nuestro enfoque para g, v 1,5 podemos mostrar

_47TGN

a= 3 (p+3p)a (Ecuacion de la Aceleracion)
N
&G
) = TN p— i (Ecuacion de Friedmann)
a 3 a?

Definicién (Funcion de Hubble). Definimos la funcién de Hubble® como

H:= —.
a

5A menudo es denominada constante de Hubble, pero no es necesario que sea una constante, por lo que la
llamamos funcién de Hubble.
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Ejercicio

Deducir las ecuaciones de la Aceleracion y de Friedmann, y mostrar que si incluimos
una constante cosmolégica, el lado derecho de ambas ecuaciones obtiene un +%.
Pista: Para la segunda parte, recordemos que incluyendo la constante cosmoldgica en
la accion de FEinstein-Hilbert obtenemos una contribucion de A a las ecuaciones de
FEinstein. FEs decir, que tenemos

. 1
Ricgp — iRQab + Agap = 8TGNT

Empezar desde aqui y hacer la contraccion para obtener una expresion para Ricgy = ...
y a continuacion usar los resultados de arriba.

20.3 Modelos de Materia Fluida Perfecta

El resultado hasta ahora es que para nuestro universo (con los supuestos simétricos) tenemos
dos ecuaciones para tres incognitas, a saber p, p y a. Obviamente esto representa un problema.

,Qué hacemos? Bueno, si pudiéramos obtener otra ecuaciéon que relacionara al menos
dos de estas incognitas, tendriamos més posibilidades. Las dos que parecen mas fisicas de
relacionar son la densidad y la presion, por lo que hacemos la pregunta ";podemos obtener
una relaciéon entre p y p de un conocimiento méas detallado de lo que es la naturaleza de
nuestro fluido perfecto?"

Definiciéon (Ecuacion de Estado). Una relacion ente el momento y la densidad p = P(p) es
llamada una ecuacién de estado para el fluido perfecto.

Solemos mirar siempre a una relacion lineal, es decir p = w - p para una constante w € R.
Entonces, jqué podria ser el fluido? Por el momento, nos limitaremos a considerar un
Universo con un solo tipo de materia (en la proxima sesion consideraremos varios tipos). Los
cuatro tipos principales son:
(i) Un fluido constituido por fotones.” Obviamente, esto debe satisfacer la teoria de
Maxwell, que nos dice que el tensor energia-momento debe ser libre de trazas

Tabgab = 0.
Tenemos por tanto la condicion de que ®
1
p= 3/)7

lo cual nos dice que w = 1/3 para el fluido radiacion. Esto también resulta ser una
buena aproximacion para las particulas masivas ultrarrelativistas.

"Empleamos aqui la palabra "fotéon" en un sentido bastante laxo. Estamos discutiendo la fisica clasica y
por lo tanto no se debe hablar de fotones.
8Si han hecho el ejercicio anterior, este resultado deberia ser facil de ver.
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(ii) Otro tipo de fluido es el llamado polvo. Simplemente representa un conjunto de particu-
las que no interacttian y, por tanto, no pueden ejercer una presion. Concluimos, pues,
que w = 0 para el polvo.

(iii) El caso de w = —1 corresponde a la ecuaciéon de movimiento para la constante cosmoldg-
ica. Corresponde a un fluido que tiene en todas partes una presion negativa.

(iv) El caso de w = —1/3 capta la curvatura espacial en una ecuacion de estado.

Observacion 20.3.1. Para (iii) y (iv) anteriores, lo que queremos decir es que podemos imitar
el comportamiento de estas cantidades introduciendo materia en el universo con los respectivos
valores de w.

20.4 Soluciones

Dada la ecuaciéon de aceleracién, la ecuacién de Friedmann y una ecuacién de estado para un
determinado tipo de materia, podemos resolver el sistema. En los tutoriales demostraremos
que se cumple lo siguiente. Para k = 0 = A:

(i) H? ~ p ~a ™) where n(w) = 3(1 + w)

(ii) concretamente,

0 $2/m@) if o £ -1,
a(t) =ap -
O eHt  ifw=—1.

Observacion 20.4.1. Notese que caso w = —1 para a(t) nos dice que H debe ser aqui constante,
ya queH:d/a:Ht—l—H, y por eso H = 0.

La condicion w # —1 nos da un resultado muy importante:

p(t) ~ 172

para todos los tipos de materia con w # —1. Este es un resultado importante porque vemos
que a medida que t — 0, p diverge. Es decir, la densidad tiende al infinito al comienzo del
tiempo coésmico.

Ahora bien, esto podria parecer sélo un artificio de nuestra elecciéon de coordenadas, pero
sabemos que la densidad aparece en las ecuaciones de Einstein y, por tanto, si p diverge, la
curvatura Ricci también tiene que divergir. Pero la curvatura de Ricci es un tensor y por lo
tanto si diverge en una carta (grafico) debe divergir en todos las cartas, y asi obtenemos una
curvatura infinita de nuestro espaciotiempo en este punto. Claramente no podemos tener esto
fisicamente y por lo tanto debemos eliminar este punto de nuestro espaciotiempo. Otra forma
de ver este dltimo punto es que en t = 0, a = 0 y por tanto la métrica del espaciotiempo se
vuelve no-inevitable. Esté claro que no podemos tener esto y por lo tanto debemos excluir
este punto. Asi que, en otras palabras, no tiene sentido la pregunta ";qué pas6 antes de
t=07"

Si juntamos todo esto, vemos que lo que acabamos de describir es el Big Bang. Esta es
otra de las razones por las que ¢ se denomina tiempo cosmico, ya que nos indica la edad del
cosmos. Es evidente que este resultado depende explicitamente de todas las suposiciones que
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hemos hecho hasta ahora, a saber, la simetria perfecta de nuestro universo y el hecho de que
nuestras ecuaciones de estado sean lineales. Estaria muy justificado preguntarse ";desaparece
este comportamiento si no hacemos tales condiciones?". De hecho, esto es lo que Hawking,
Penrose y otros trataron de estudiar.



21 Cosmologia: La época tardia

Ahora vamos a considerar varios tipos de materia simultdneamente. Sin embargo, seguiremos
suponiendo que nuestras ecuaciones de estado son lineales. Lo hacemos simplemente porque
estas conferencias pretenden ser una introduccién al campo de la cosmologia y, por tanto,
tenemos que especializarnos un poco. Por supuesto, las ecuaciones de estado lineales no cubren
en absoluto todas las situaciones posibles, y eso es parte de la investigacién en cosmologia:
buscar lo que ocurre si cambiamos nuestras condiciones.

La informacion que hemos obtenido hasta ahora puede resumirse en el siguiente cuadro.

w n(w) a(t) tipo de materia

1/3 4 t1/2 radiacion

0 3 t2/3 polvo

-1 0 ettt constante cosmoldgica
-1/3 2 t curvatura espacial

donde H = a/a es la funcién de Hubble. Tenfamos también que p ~ t~2 para todos los tipos
de materia con w # —1 y H? ~ p, que nos dice que H~! es la edad del universo.

21.1 Parametros de Densidad

Definiciéon (Parametro de Densidad). Sea p; la densidad del i%1mo tino de materia, donde
i =1,...,N siendo N el nimero de tipos de materia que estamos considerando. Definimos
entonces, para cualquier tipo de materia no constante cosmologica o de curvatura espacial, el
parametro de densidad

__ 87GN p;
T3 HY
Para el tipo de materia constante cosmolégica definimos
A
Qp = 3H2’
y para la curvatura espacial definimos
K
e i= = H2a

Observacion 21.1.1. Al Dr. Schuller le gusta referirse a las ;s como los parametros de den-
sidad mientras que a los ,un parametro de densidad "falso". La razon es que este tipo de

131
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densidad no ha surgido de alguna contribucién de la materia a la ecuacién de Einstein, sino
)

que surge mas bien al decir "qué tipo de materia necesitariamos para simular los efectos de

k7" De forma similar podriamos denominar a A un parametro de densidad pseudo-falsa, ya

que entra en la accion y elegimos verlo como un tipo de materia en lugar de una curvatura.

Con esta idea en mente, definiremos N para incluir la materia de tipo constante cosmologica,

pero no la de tipo k.

Utilizando la funcién de Hubble y los parametros de densidad, las ecuaciones de Friedmann
y de aceleracién nos dan

—_

204

N
Qe+ %=1, y H 721—%3%

l\D

respectivamente.

21.2 Materia Dominante en Varias Epocas

Terminologia. Vamos a usar 7y para designar la materia de radiacién y M para la materia de
polvo, p.ej. ny =4y ny = 3.

Utilizando la terminologia anterior junto con la tabla del principio de esta clase , asi como
el resultado p; ~ a~™w@i)  que también es valida para la materia x, concluimos que

2 3 4
Qp ~a“Qg ~ a”Qpr ~ a”Qy.

Esta es una observaciéon importante y nos permite leer qué tipos de materia dominaron
en qué épocas del universo. Un universo en expansion es uno con H > 0, que corresponde a
a(te) > a(t1) para to > t1. Vemos, por tanto, que en épocas posteriores los tipos de materia
de la izquierda son cada vez mas dominantes y, a la inversa, en épocas tempranas los de la
derecha son més dominantes.

Y K M A

Big Bang time

Notese que este resultado proviene de la teoria, no es algo que hayamos propuesto como
modelo. Es decir, dados nuestros supuestos, la teoria nos dice qué tipos de materia dominan
en qué épocas.

21.3 Un universo tardio mas realista

Ahora queremos empezar a tener en cuenta la existencia de multiples tipos de materia en
el universo al mismo tiempo. Empecemos por considerar el ejemplo en el que tenemos €27,
Qrappa Y QLambde- Podemos utilizar la ecuacién de Friedmann para expresar Qpgppe = 1 —
Qrr — Qrambda, POT 1o que el espacio de parametros de nuestro problema es bidimensional, es
deCirv (QMa QLambda)-

Queremos trazar este espacio de parametros, pero vale la pena obtener algunos resultados
con el fin de clasificar las diferentes regiones de la trama.
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(i)

(iii)

Hemos visto que x puede ser positivo, negativo o cero, asi que vamos a intentar clasificar
estas regiones. Recordemos que €2, ~ k y por tanto si kK = 0, 0, = 0. La ecuacién de
Friedmann nos dice entonces que esto corresponde a

Qr =1-Qy.

Por el mismo método obtenemos 2y > 1 — Qjs para £ > 0 y de forma similar para
K < 0.

Consideremos ahora la ecuaciéon de la aceleracion:
A
Hdg = Z;(l + 3w;) .
1=

Sabemos que H y a son ambos positivos, por lo que el signo de la mano izquierda
solo depende del signo de d. Pensamos en esto fisicamente como la aceleraciéon de la
expansion del universo, por ejemplo, ¢ > 0 corresponde a una expansion acelerada.
Utilizando wy; = 0 y wpy = —1 obtenemos

1
Q) = -0
A 2M

para ¢ = 0. Obtenemos resultados analogos para ¢ > 0y d < 0.

Ahora vamos a considerar el colapso frente a la expansion eterna. Es decir, queremos
plantear la cuestion de si existe un giro maximo en a(t). Formulamos esto matematica-
mente coémo buscar un t* € Rar tal que a =0y d < 0. Se puede calcular analiticamente
la expresion del punto de inflexion (en el sentido de la linea que separa el colapso de la
expansion eterna), pero es bastante complicado. Nos limitaremos a trazar su forma en
el grafico siguiente.

Qa a>0
1 k>0
a<0
k<0
0 ) 5 Su
Collapse
-1

La observacion experimental nos dice que Qrempda = 0,7 v Qur = 0,3, de lo que se
concluye (hasta la incertidumbre del experimento) que k = 0, es decir, que el universo es una
geometria plana. También resulta que el 30% de curvatura generado por la materia se divide
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a su vez en materia del modelo estandar, que es sélo 5%, y la llamada materia oscura, que es
el 25% restante. Asi que vemos, de nuevo asumiendo que todo lo que hemos hecho es cierto y
valido, que el modelo estandar de la fisica solo constituye el 5% de toda la materia necesaria
en el universo para explicar nuestras observaciones. Esta es una de las principales fuerzas
motrices de la investigacion en cosmologia: jqué es esta otra materia?



22 Agujeros Negros

Queremos estudiar la soluciéon de Schwarzschild de las ecuaciones de Einstein. Se trata de
una solucién de vacio con la métrica en la carta de Schwarzschild, cuyas coordenadas son
(t,r,0,¢), dadas por

2 1
g= (1— m)dt@dt— g dr @ dr — 1 (df @ dO +sin’ 6dp © dyp),
’)" —_ =

donde m = Gy siendo M la masa del objeto (en este caso el agujero negro).

Observacion 22.0.1. Téngase en cuenta que el Dr. Schuller ha vuelto a utilizar la firma
(+,—,—,—) aqui. Seguiré esta convencién en estas notas.

Notacion. Los dos tltimos términos de la expresién anterior suelen agruparse en uno solo y
definimos

dQ @ dQ = r?(df @ d + sin® fdp ® dp).

Esta notacién es muy popular en los libros de texto, etc., ya que aligera la misma, y como
veremos, son principalmente los términos dt ® dt y dr @ dr los que nos interesan.

La expresién anterior es, obviamente, sélo para las coordenadas de Schwarzschild, pero
la propia métrica puede expresarse, por supuesto, en cualquier carta. Podemos pensar que
los rangos de las coordenadas de Schwarzschild son ¢(—o0, ), r(0,00), 6(0,7) y ¢(0,27).
Sin embargo, después de prestar méas atenciéon a la métrica anterior observamos un problema
inmediato: ;jqué ocurre en r = 2m? El término dt ® dt llega a cero, lo que ya es bastante
malo, pero ademés de eso, el tiempo dr ® dr diverge! Por lo tanto, debemos eliminar este
punto de nuestro dominio, es decir, r € (0,2m) U (2m, c0), donde el punto denota el hecho de
que la unién es disjunta. Entonces tenemos que hacer la pregunta acerca de lo que realmente
sucede en r = 2m?

La siguiente pregunta que debemos hacer es ";hay algo en el mundo real més alla de los
puntos t — +o00?" Esta pregunta parece una tonteria, como qué hay mas alla de oo, pero
debemos recordar que t : M — R* es un mapa grafico y no necesitamos cubrir todo M con
él. Es decir, podemos parametrizar ¢t de forma que un volumen finito de M se mapee a un
volumen infinito en R*. Podemos hacer una pregunta similar sobre r — 0o.

La comprensién de estas cuestiones proviene de dar un paso atras y no mirar la expresion
anterior en si misma, sino mirar los objetos objetivo, es decir, las geodésicas.

n

135
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22.1 Geodésicas Radiales Nulas

Consideremos las geodésicas nulas' en el espacio de Schwarzschild. La accién es

Sly] = /d/\Kl — 2;”)# — (1 - 2;”)? — 12 (6% + sin? 9@2)].

Hallemos primero la ecuaciéon de movimiento ¢, es decir, variar con respecto a 6t. Tenemos

02— ()

para una constante k.

Definicion (Geodésicas Radiales). Definimos una geodésica radial como una que "sigue a
r". En otras palabras, establecemos 6 = 0y y ¢ = (g, para unas constantes 6y y ©g.

Ejercicio

Utilizar la ecuacién temporal del movimiento, la condicién nula y la condicién radial
para demostrar que podemos utilizar » como parametro afin.

Pista: Mostrar que r = kX y luego argumentar por qué podemos considerar r como
un pardmetro afin. (Si necesitan ayuda, el Dr. Schuller explica este argumento en el
video).

Expresamos el resultado del ejercicio anterior como ¢(r) = ¢(+£kA). Consideremos cada
caso:

(i) Consideremos primero t(r) = t(k)). La regla de la cadena nos da

dty dtdx k o

driaﬁifi(l_@y{ r—2m’

T

Integrando esto?
t4(r) =r+2mln|r — 2m| + constante.

Estas son las geodésicas nulas salientes.

(ii) Consideremos ahora t_(r) = t(—kX). Un método similar al de arriba nos da

i (r)y=—r—2mln |7“ — 2m| + constante.

Estas son las geodésicas nulas entrantes.

Para ver lo que ocurre, tracemos las geodésicas salientes y entrantes.?

'Recordemos que esto simplemente significa g(v,,v,) = 0, que corresponde a las lineas del mundo de
particulas masivas.

2Esta integral no es la mas facil de hacer, pero diferenciando el resultado se demuestra que es cierto.

3Este diagrama fue un dolor para dibujar, asi que para cualquier lector: Espero que les guste.
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Sl

--»

salientes

[\~
3 X

entrantes

Este diagrama puede ser realmente muy engafioso. En primer lugar, los conos de luz
parecen cerrarse, lo cual es muy extrano, y luego, de repente, surgen inclinados sobre su lado
en la region r < 2m. Este problema proviene del hecho de que estamos dibujando decidiendo
el aspecto de los conos de luz basandonos en las geodésicas graficadas, y en realidad no es un
problema en absoluto.*

El siguiente problema es que parece que una geodésica que comienza en la regiéon r > 2m
no puede llegar a la regién r < 2m. Esto parece una completa locura, porque ;no hemos oido
antes que un agujero negro de Schwarzschild es un objeto denso que tiene un horizonte de
sucesos en r = 2m. Entonces, jno deberia pasar una geodésica por esta linea? La respuesta
es obviamente "si" y el problema es de nuevo un artefacto en la eleccion de coordenadas,
concretamente el rango de t. Para ver por qué, imaginemos que el mapa de Londres® en un
grafico de volumen infinito. Pensemos en alguien que vive en Londres pero trabaja fuera de
la capital: por la mafiana sale de casa para ir a trabajar y, después del trabajo, decide volver
a Londres para comer con un amigo. Si trazaramos su trayectoria en nuestro grafico, tendria
el siguiente aspecto:

Es evidente que no es cierto que esta persona no haya cruzado la linea azul, simplemente no
estd incluida en el grafico. En otras palabras, esperamos que el camino sea realmente como
el siguiente:

“He escrito mis propias ideas sobre lo que creo que realmente esta ocurriendo aqui y lo he subido a la
pagina de mi blog. Esas notas contienen muchos errores que tengo que volver a corregir, pero aun asi espero
que el lector interesado encuentre una lectura agradable.

SEl Dr. Schuller utiliza Linz, pero yo soy britanico, asi que utilizaré Londres.
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Podria ocurrir lo mismo con nuestra imagen de Schwarzschild? La respuesta es "si", y
explicaremos cémo en la siguiente seccién.

22.2 Eddington-Finkelstein

geodésicas nulas entrantes aparezcan como lineas rectas de pendiente —1. Esto se consigue
con la coordenada

La idea es cambiar las coordenadas de tal manera que, en nuestras nuevas coordenadas las
to(t,r,0,0) =ty +2mln|r — 2m]|.
Rearreglando esto para t_ e insertandolo en la expresion para t_(r) se obtiene
t_ = —r + constante,
que es exactamente lo que queriamos. También obtenemos

ty =7+ 4mln|r — 2m| + constante,

que tendréa el mismo tipo de forma que antes (pero ligeramente escalada). Por lo tanto, el
grafico se convierte en:

salientes

entrantes

Notese que los puntos a lo largo de r

= 2m siguen sin formar parte de nuestra carta
(U,z) y por tanto deben ser excluidos. Sin embargo, en este punto se hace evidente que no

hay nada malo con estos puntos y podemos simplemente definir un nuevo dominio gréfico
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V := UU{r = 2m}. Esto entonces da el mismo diagrama que antes pero sin los circulos
blancos.

No lo vamos a dibujar de nuevo sélo por el bien de la eliminacién de los circulos, sin
embargo, vale la pena senalar que en esta nueva carta podriamos trazar los conos de linea en
r = 2m. Todos los conos a lo largo de esta linea tendrian su lado derecho vertical. Esta es la
condicién de que el r = 2m es el horizonte y corresponde al punto de no retorno. Es decir,
recordando que la linea del mundo de un observador masivo debe tener sus vectores tangentes
dentro del cono de luz, en r = 2m un observador ya no puede alejarse del agujero negro y
esta destinado a encontrarse con la singularidad.

Observacion 22.2.1. Podemos pensar en la transformaciéon de coordenadas Eddington-Finkelstein
como una que "tira" de los puntos hacia abajo. Utilizando como ejemplo a nuestro viajero
de Londres, lo vemos como el siguiente diagrama: (las flechas azules representan lo que hace
esa transformacion)

Schwarzschild Eddington-Finkelstein

Observacion 22.2.2. Nota para mi: Tal vez incluir un comentario sobre la extension maxima

aqui. So6lo a grandes rasgos lo que significa, etc.

Calculemos ahora la métrica de Schwarzschild g en coordenadas Eddington-Finkelstein.
Nuestra transformacion de coordenadas viene dada por

t(r,t,0,0) =t+2mln|r — 2m)|
r(r,t,0,0)=r
O(r,t,0,0) =0
@(r,t,0,0) = .

Si designamos las coordenadas de Schwarzschild por (20, !, 22 2%) y las coordenadas de

Eddington-Finkelstein por (y°,y',y?, 3?) entonces nuestro problema es encontrar

_ oo
9(y)ab = Dy Oyb 9(a)mn-

Parece que tenemos que invertir las transformaciones anteriores para obtener z'(y), sin em-

bargo hemos demostrado en el tutorial 5 que
y\~" (D™
oxm \oye )’

5 ox™ oy
o\ oyl ox™
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y asi podemos usar nuestras ecuaciones de transformacion anteriores y luego invertir la matriz
de resultados.® Tenemos

2m —2m

1 r—2m 0 0 1 r—2m 00

oy® 0 1 0 0 Ox™ 0 1 00
= N =

Ox™ 0 0 10 oy® 0 0 10

0 0 0 1 0 0 01

Usando el resultado, y eliminando las barras de r,0 y ¢, obtenemos

om\ . 2m, _ 2
g= <1m)dt®dtm(dt®dr+dr®dt) (1+m>dr®drd9®d9.
r r T

Probar el resultado anterior.

Pista: Puede hacerse usando la transformacion anterior (que se hace en el video) o se
puede usar la definicion de la derivada exterior d. Los dos métodos som, por supuesto,
equivalentes.

22.3 Kruskal-Szekeres

Como hemos visto, tanto en las coordenadas de Schwarzschild como en las de Eddington-
Finkelstein, los conos de luz se aplastan o giran y, aunque esto puede darnos una buena idea,
podemos hacer otras transformaciones de coordenadas de forma que las geodésicas salientes
también se conviertan en lineas rectas de pendiente +1. Al hacerlo, nuestros conos de luz se
situaran todos en vertical y formaran siempre un angulo de 90 grados. Por supuesto, esto se
consigue a costa de que las propias coordenadas tengan un aspecto un poco extrano, pero esa
es la contrapartida. Estas coordenadas se conocen como coordenadas de Kruskal-Szekeres.
La transformacién de coordenadas viene dada por: para r > 2m

= r 1/2 t
t(t7 r, 97 90) = (27’n — 1) €T/4m Sinh <47’n>

i . 1/2 P ‘
r(t,r,0,p) = <2m — 1) e cosh <4m>

= T 1/2 /4 t
= (1-2)  e/Amcosh [ —
t(t,r0,p) < 2m> e coS <4m>

r\ 2 t
?(t7 T, 97 90) = <1 - QTTL) er/4m sinh (41”)

y 0 y ¢ quedan invariables.

y para r < 2m

5Téngase en cuenta que esto no es lo mismo que simplemente hacer el reciproco de la fraccién, ya que si la
matriz no es diagonal los elementos inversos no son sélo los reciprocos.
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Ejercicio

Mostrar que las coordenadas Kruskal-Szekeres nos dicen

P k2 r>2m
z r<2m

para k,/ € R.

Del ejercicio anterior vemos que el diagrama esta formado por conjuntos de hipérbolas. Lo
verdaderamente sorprendente de estas soluciones es que admiten nuevas regiones en nuestro
espaciotiempo, como muestra el siguiente diagrama.

t

AN

N
N
=3I

Obtenemos cuatro regiones: la region I es nuestro universo, y las lineas de r constante
son las hipérbolas dibujadas; la region II es el agujero negro con la linea de la serpiente que
es la singularidad, y so6lo la region sombreada forma parte del espaciotiempo; la region III es
completamente nueva y representa otro universo, causalmente desconectado, donde de nuevo
las lineas de r constante son las hipérbolas dibujadas; la regiéon IV es lo que llamamos un
agugero blanco, ya que todas las geodésicas casuales (es decir, las particulas masivas y sin
masa) deben salir de él y entrar en la region I o en la region III. En el interior del agujero
negro/blanco las hipérbolas correspondientes representan lineas de ¢ constante.

Los conos de luz se sittian "en posicion vertical" en todas las partes del diagrama, lo
que nos permite observar que las lineas discontinuas representan los horizontes de sucesos del
agujero negro y del agujero blanco; cualquier geodésica que pase la linea discontinua entre las
regiones I y II estd condenada a encontrarse con la singularidad.

Después de superar el shock inmediato de otro universo y un agujero blanco, se plantea una
pregunta vital: ";jqué ocurre en el origen (es decir, donde se cruzan las lineas discontinuas)?"
La respuesta a esta pregunta es bastante complicada, pero basicamente consiste en que hay
un cambio de topologia. Si consideramos cortes espaciales que se mueven hacia arriba en
el diagrama, obtenemos algo como la siguiente imagen: suprimiendo las direcciones 8 y ¢,
obtenemos
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~ 1D AN

t

La estructura que se forma en t = 0 es la llamada agujero de gusano y corresponde a un
"portal" entre las regiones I y III. Los puntos en los que las lineas azules se vuelven verdes
se conocen como la garganta del agujero de gusano’. El agujero de gusano corresponde a
un corte espacial y, por tanto, no es realmente algo por lo que pueda viajar un observador,
pero es una idea increiblemente interesante, y llevo a Einstein y Rosen a intentar proponer un
"puente" de este tipo entre puntos del espaciotiempo en una variedad causalmente conectada.

El resultado de esto es el llamado puente de Finstein-Rosen.

—Sa\
)

.

22.4 Otros Tipos De Agujero Negro

Teorema 22.4.1 (Sin Pelo). Todas las soluciones de los agujeros negros a las ecuaciones de
Einstein y de Mazwell pueden caracterizarse completamente por su masa, momento angu-
lar y carga eléctrica.

Del teorema anterior se desprende que podemos tener cuatro tipos diferentes de agujero
negro, resumidos en la siguiente tabla

Nombre Masa Momento Angular Carga Eléctrica
Schwarzschild v X X
Kerr v v X
Reissner—Nordstrom e X Ve
Kerr-Newman v v v

En esta conferencia s6lo hemos hablado del agujero negro de Schwarzschild, pero no hemos
mencionado ninguno de los otros tres. En estas notas no discutiremos los otros agujeros

"El nombre proviene de la idea de que si reinsertamos 6 obtendriamos aqui una estructura parecida a un
tubo y se veria como una garganta que conecta dos espacios. Véase el diagrama del puente de Einstein-Rosen.
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negros con gran detalle, pero para destacar algunos resultados bastante sorprendentes haremos
algunos breves comentarios sobre el agujero negro de Kerr.

Hemos visto anteriormente que el agujero negro de Schwarzschild da lugar a un punto
del espaciotiempo que debe ser eliminado, es decir, la singularidad. Desde el punto de vista
fisico, imaginamos una estrella masiva con simetria esférica que colapsa en un punto singular
en el centro. Este punto de singularidad debe, por lo tanto, contener la informacién sobre el
agujero negro.® Un agujero negro de Kerr, sin embargo, es un agujero negro eléctricamente
neutro y en rotacién. Si juntamos esto con el hecho de que la relatividad general es una teoria
clasica, esta claro que no podemos tener un tinico punto para nuestra singularidad. Es decir,
la singularidad debe contener informacién sobre el momento angular del agujero negro, pero
clasicamente un tnico punto no puede tener momento angular. La siguiente mejor opcién es
considerar un anillo infinitamente delgado de radio no evanescente. Esto es lo que se obtiene
para un agujero negro de Kerr, y el resultado se conoce como una singularidad anular o
la palabra compuesta: una "anillaridad".

Afirmacion 22.4.2. Un observador puede evitar una singularidad anular y atravesar el disco
delimitado por ella y emerger en lo que algunos llaman un antiverso.

No comprobamos la afirmacién anterior.

22.4.1 Horizontes de sucesos & Superficies de Corrimiento al Rojo Infinito

Ademas de exhibir una singularidad anular, los agujeros negros de Kerr también poseen otra
idea nueva. Para entenderla un poco mejor, echemos otro vistazo a lo que ocurre con la métrica
de Schwarzschild (en coordenadas de Schwarzschild) a r = 2m. En concreto, consideremos
las componentes gi Vv Grr:

2m

-1
g = 9(0r, 0r) = <1 - r>, y 9 =9(0r,0) = <1 - 2:”) :
Vemos enseguida que para r > 2m, g4 > 0y grr < 0, mientras que para r < 2m, gy < 0
v gr > 0. Por tanto, el punto r = 2m parece corresponder a un cambio de signo en estas
componentes. Podemos expresar esto como la afirmacién "a medida que pasamos de r > 2m
ar < 2m el campo vectorial d; de tipo temporal se convierte en espacial, mientras que el
campo vectorial 0, de tipo espacial se convierte en temporal".

Ahora bien, estas dos condiciones en si mismas no tienen por qué estar relacionadas, es
decir, el hecho de que J; se vuelva espacial no estd fundamentalmente relacionado con que
O, se vuelva temporal. Es cierto, sin embargo, que el algo debe volverse temporal, de lo
contrario la firma de nuestra métrica cambiaria, es decir, acabariamos con (+,+,+,+), en
nuestra convencion, pero @, no es la inica opcion, también tenemos 9y y Oparpni- Antes de
pasar a discutir cudndo uno de estos dos tltimos puede llegar a ser semejante al tiempo,
tratemos primero de averiguar qué significan fisicamente nuestras dos condiciones.

Primero consideremos que 9, se convierte en tiempo. Recordemos que el interior del cono
de luz del futuro daba el posible futuro de un observador masivo. Utilizamos la palabra

8Disclaimer: No estoy seguro de lo correcto que sea hacer esta afirmacién. No me gusta demasiado atribuir
informacion a la ausencia de un punto en el espaciotiempo, pero este argumento facilita la explicacion de la
siguiente parte, asi que asumiremos que esté bien.
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"futuro" ya que el reloj que lleva este observador aumentard en el tiempo a medida que
siga las geodésicas temporales. Esto se dio como una definicién y, por lo tanto, siempre se
mantendra, independientemente de qué campo vectorial de coordenadas es temporal y cuél
es espacial. Sin embargo, esta dltima distinciéon tiene un efecto en nuestras interacciones con
observadores externos. A grandes rasgos, la proyeccion de nuestra velocidad es no evanescente
s6lo para los campos vectoriales temporales, por lo que nuestro futuro no puede ser ortogonal
a estas direcciones. Cuanto mas "central" en el cono sea el campo vectorial temporal, més
determinara nuestro futuro.

Esto puede sonar un poco raro, pero se entiende facilmente si se considera la dilatacién
del tiempo en la relatividad especial. El espacio-tiempo de la relatividad especial es el es-
pacio plano de Minkowski y todos los conos estan en posicién vertical y forman 90 grados.
Consideremos ahora la carta con mapas graficos (¢,z,y, z). Un observador estacionario (7, e)
en este marco seguird una geodésica cuyos vectores tangentes son curvas integrales del campo
vectorial 0;. Podemos elegir parametrizar esta curva de forma que g(e,d;) = 1, es decir, el
reloj que lleva este observador coincide con el tiempo de las coordenadas t.

Consideremos ahora otro observador (4, f) que se mueve respecto al primero. Seguira una
geodésica que es no una curva integral del campo vectorial 0;. Este marco de observadores
obedecera 0 < g(f%,0;) < 1, donde el valor en el rango depende de la velocidad de §. A esto
nos referimos méas arriba con lo de tener una proyeccién no evanescente sobre nuestro campo
vectorial temporal.

Ahora, para el observador estacionario, ambos envejecen, ya que ambos tienen una proyec-
ciéon no evanescente en la direccion €, ? Sin embargo, el segundo observador parece envejecer
més lentamente, como g(f°, ;) < g(e, d;).

Teniendo en cuenta el apartado de la relatividad especial, podemos ver que la condicién de
que 0, se convierta en un vector temporal nos dice que, desde la perspectiva de un observador
estacionario respecto a las coordenadas de Schwarzschild, el observador debe moverse con
alguna proyeccion a lo largo del eje 9,. jPero qué es lo que esté estacionario respecto a las
coordenadas de Schwarzschild? Pues el agujero negro, por supuesto. Asi que vemos que un
observador en r < 2m debe moverse a lo largo de la direccion radial. La pregunta es ";en qué
direcciéon?". De nuevo esto puede parecer una tonteria, pero tiene mucho méas sentido cuando
recordamos que en el caso de la relatividad especial, siempre nos movemos hacia arriba en el
eje t y no hacia atras en el pasado.

No trataremos esto con demasiada profundidad aqui'’ (ya que estamos siendo un poco
tejidos a mano), pero la idea general es que cuando 9, se convierte en tiempo, en realidad
apunta al cono de luz pasado, y por lo tanto nuestro futuro esta determinado por el movimiento
hacia el agujero negro. Asi que hemos descubierto que el hecho de que 0, se convierta en un
tiempo similar corresponde a un horizonte de sucesos.

,Qué pasa con que J; se convierta en espacial, de qué se trata? Para ahorrar espacio,
no discutiremos exactamente de dénde viene esto, pero resulta que esto corresponde a una
llamada superficie de corrimiento al rojo infinito. El nombre proviene de la idea de
que, para un observador en r — 00, la luz emitida en los puntos en los que 0; se convierte en
temporal se desplaza tanto hacia el rojo que realmente "desaparece". Esta afirmacion es muy

9Debemos tener cuidado aqui porque e° solo se define a lo largo de v, pero debe ser relativamente claro lo
que queremos decir.

0Trato esto con mas detalle en las notas que hice sobre los conos de luz y los horizontes de sucesos, que
estan disponibles en el sitio de mi blog
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extrana, ya que, en primer lugar, sélo es cierta para un observador infinitamente alejado (de
hecho, un observador a una distancia finita podra detectar la luz, aunque esté muy desplazada
al rojo) y, en segundo lugar, la idea de desplazar algo completamente al rojo es extrana. Por
eso no presentamos aqui el origen matematico de este fendémeno.

Sin embargo, existe una interpretacion fisica mucho mas agradable (en mi opinién) de
lo que ocurre en una superficie de desplazamiento al rojo infinito. Como hemos explicado,
para que O; se convierta en espacial, uno de los campos vectoriales espaciales debe convertirse
en temporal. Argumentamos que esto, a su vez, provoca un movimiento relativo entre el
observador y el agujero negro a lo largo (o en contra) de la direccion de este campo vectorial.
Esta es una idea mucho mas bonita, y es la que utilizaremos.

Observacion 22.4.5. De nuestros argumentos anteriores se deduce que para alcanzar un hori-
zonte de sucesos un observador debe pasar por una superficie de corrimiento al rojo infinito.
Es decir, si 0, se convierte en temporal, 0; tiene que convertirse en espacial antes o al mismo
tiempo.

Observacion 22.4.4. Es importante no confundir la coordenada t con el tiempo medido en el
reloj de un observador. Dentro de una superficie de corrimiento al rojo infinito 0; es espacial,
por lo que podemos movernos "hacia abajo". Si tomaramos esto como tiempo, entonces seria
la afirmacion de que podemos viajar hacia atrés en el tiempo. Si esto fuera una verdadera
inversion del tiempo, viajar en esta direccion nos llevaria hacia atras y fuera de la superficie
de corrimiento al rojo infinito. Esto no es lo que ocurre en absoluto, y se ve facilmente por el
hecho de que medimos el tiempo a través del reloj que llevamos. Lo que si dice lo anterior es
que, para un observador estacionario respecto al agujero negro, podemos viajar hacia atras en
el tiempo, ya que podemos movernos a lo largo de una geodésica que tiene proyecciéon positiva
a lo largo de —&.

22.4.2 Ergoregion

La métrica para el agujero negro de Kerr no es especialmente perspicaz de ver, por lo que no
la presentamos aqui, sino que nos limitamos a resumir los resultados.

Resulta que, a diferencia del agujero negro de Schwarzschild, el horizonte de sucesos y la
superficie de desplazamiento al rojo infinito para el agujero negro de Kerr no coinciden. Es
decir, rrrs > TEm, donde r1rs (rpm, respectivamente) es el valor de r de la superficie de
desplazamiento al rojo infinito (horizonte de sucesos, respectivamente).

Definicion (Ergoregion). La region rpg < r < ryrg es denominada la ergoregion (o er-
goesfera).

La pregunta obvia que hay que hacerse es ";cudl es el campo vectorial de tiempo en la

ergoregion?". La respuesta a esa pregunta es el sentido de giro, Oyarpni- Resulta que el Oygrpni
se encuentra en el cono del futuro y, por tanto, un observador en la ergoregion debe rotar con
el agujero negro.

Observacion 22.4.5. Existe una idea interesante para extraer energia de la ergoregion de un
agujero negro de Kerr conocida como el proceso Penrose. No lo discutiremos aqui, pero se
anima a los lectores a buscarlo ya que es bastante interesante.
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22.4.3 Horizontes de Sucesos Miiltiples

También resulta que los agujeros negros que no son de Schwarzschild tienen todos dos hor-
izontes de sucesos y superficies de corrimiento al rojo infinitas. La presencia del horizonte
de sucesos interior significa que se puede atravesar un agujero negro sin encontrarse con la
singularidad y jpuede emerger en otro universo! No discutimos esto con mas detalle aqui,
pero lo destacamos en los diagramas de Penrose de la préxima sesion.



23 Diagramas de Penrose

i No seria agradable poder dibujar un diagrama informativo de un espaciotiempo entero en
una porcion finita de papel? Para algunos espaciotiempo esto es posible y los diagramas resul-
tantes se conocen como diagramas de Penrose (o Penrose-Carter). Para que los diagramas
sean utiles, tendremos que transigir en una serie de cuestiones, pero no transigiremos en la
agradable propiedad de que las geodésicas nulas tengan una pendiente de +1, es decir, que
los conos de luz se mantengan erguidos y formen un angulo de 90 grados en todas partes.

23.1 Receta para construir un diagrama

La "receta" es como sigue:

(i) Comenzar con una métrica del espacio-tiempo en algin grafico, y téngase en cuenta
cuidadosamente los rangos de coordenadas.

(ii) Encontrar coordenadas tales que dos coordenadas previamente no compactas sean susti-
tuidas por dos coordenadas nulas (posiblemente todavia no compactas), que etiquetamos
como v y w.

(iii) Compactar las dos coordenadas nulas por separado, es decir, introducir nuevas coorde-
nadas’
p := arctan(v), y q := arctan(w).
Asi, (p, q) tomara valores en (algin subconjunto de) (—7/2,7/2) x(—7/2,7/2).
(iv) Definir de nuevo una coordenada temporal y espacial
T''=p+q, 'y X:=p-—gq
teniendo en cuenta de nuevo los rangos.

(v) Expresar la métrica g en las coordenadas (7, X ...), donde ... son las coordenadas orig-
inales que no hemos cambiado.

(vi) Si? la métrica en esas coordenadas toma la forma

!No es necesario utilizar arctan, sino simplemente cualquier funcién de compactacion.
2Puede no ser posible!

147
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g=QT,X,..)|dT @ dT — dX ® dX — R(T, X)(d... ® d...)].

Donde d... ® d...tiene por objeto indicar las coordenadas restantes en forma de diagonal
(p-ej. df ® df + dyp ® dp), obtener entonces el diagrama no fisico

Jdiagram = dI'®@dl' —dX ® dX,
de nuevo observando los rangos.

El resultado anterior parece bastante extrano; esencialmente lo que hemos hecho es con-
vertir todo en lo que parece ser un espacio plano de Minkowski. Pues si y no. Si porque
queremos que los conos se mantengan erguidos y a 90 grados, pero no porque (7, X) C R xR
no es una igualdad: nuestro diagrama es de tamano finito. Por tanto, podemos pensar que
la informacién del diagrama, y por tanto del espaciotiempo, esta contenida en el lugar donde
estan los limites.

Observacion 23.1.1. El paso (ii) de lo anterior es importante, ya que es lo que nos permite
preservar los conos. Esto es facil de ver graficamente, ya que la compresion a lo largo de
coordenadas nulas no cambia los dngulos de los conos, mientras que si hubiéramos utilizado
una coordenada temporal y una coordenada espacial, s6lo preservariamos el angulo si com-
pactédramos de una manera 1 : 1 en todas partes.'3

Observacion 23.1.2. Alir al paso (vi) parece que hemos "olvidado" el factor Q=2 y los términos
R(T, X)(...).

El primero es simplemente un factor de conformacién, * y los factores de conformacion
no cambian la forma de las geodésicas nulas. Sin embargo, si cambiarédn la forma de otras
(es decir, las geodésicas de tipo temporal y espacial). Enunciamos esto de forma méas precisa
en la siguiente proposicion. Dado que sblo nos interesa perseverar en las geodésicas nulas (es
decir, los conos de luz), podemos hacerlo y aceptar simplemente que la forma de las demés
cambiara.

El segundo punto lo arreglamos simplemente imaginando que en cada punto de nuestro
diagrama adjuntamos un espacio cuya geometria viene dada por los términos R(T, X)(...).

Por eso permitimos que R sea una funciéon de 7'y X y también por eso lo denominamos R
— podemos pensar vagamente que es el radio de estas geometrias que adjuntamos.

3El diagrama de abajo es un poco engafioso: los conos son infinitamente grandes por lo que cuando los
dibujamos mas pequenos a la derecha sélo queremos decir que la parte azul del cono se ha hecho mas pequena;
ambos siguen siendo infinitos en tamafio.

4Se puede encontrar mucha méas informacién sobre las transformaciones de conformacién en mis notas del
curso de Teoria de Cuerdas del Dr. Shiraz Minwalla.
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Proposicion 23.1.3. Una curva v es una geodésica nula de g si y solo si es una geodésica
nula de Q2g, donde Q> € C®(M) no es desvaneciente en ninguna parte.

Proof. Sean 9V y ¥V las conexiones asociadas a g y Q2g, respectivamente. Sea 7 : (0,1)M
una curva y designemos el campo vectorial tangente a ella por X. Entonces:

(=) Supongamos que 7y es una geodésica nula afinamente ("affinely”) parametrizada de g.
Es decir, 9Vx X = 0. Consideremos ahora la derivada covariante de X utilizando ?V:

)
(Qv XX)“ = X' X+ T XX
1

0
_ b
= XX T oY

Consideremos so6lo el segundo término,

Q) eap + (2%9bde — (229)pea] X XC

1
ﬁgad[(fpg)cd,b + (QQQ)bd,C _ (Q29)0b7d] xbxe — ﬁgad [292,bgcd _ QQ,dgbc]Xch
1
+ ﬁmgad [edp + God,c — Goe,a) XX,

donde hemos utilizado la convencién de la suma para obtener los 2 dentro de los primeros
corchetes. El segundo término del lado derecho va con el primer término del lado derecho
de la primera ecuaciéon para darnos 9V x X, que hemos supuesto desaparecida, por lo
que sblo nos queda

a1
(QVXX ) = ﬁg“d 202 1 geq — Q% agne) XPX©.

Ahora el segundo término del lado derecho contiene g X*X¢ = g(X,X) = 0, ya que
nuestra geodésica es nula, asi que s6lo nos queda el primer término. Tenemos

L v 02 vb 2 b

@ga gch 7b)( Xc = QQ’bX Xa
— 2X (In Q) X*
=A.-X°

donde hemos utilizado g?¥g.4 = 0% y el hecho de que X (In ) € C"/% (M) y lo hemos
designado por A. Asi que finalmente tenemos

(QVXX)a — A X

Esta es la ecuaciéon de una geodésica que no ha sido parametrizada afinamente, por lo
que no desaparece.

Asi que hemos demostrado que es una geodésica. Ahora solo tenemos que demostrar
que es nula. Trivialmente tenemos

(Q%9) (X, X) =% (9(X, X)) =0.

(<) Se trata del mismo célculo que el anterior, pero realizado a la inversa.
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O

Observacion 28.1.4. Notese que hemos tenido que utilizar la condiciéon nula para demostrar

que teniamos una geodésica de Q2 (es decir, para eliminar el término g, X?X¢). Es por esta
razén que solo las geodésicas nulas quedan intactas por nuestra transformacion conforme,
mientras que la forma de nuestras otras geodésicas cambia.

23.2 Minkowski

La solucién de vacio méas simple de las ecuaciones de Einstein es el espacio de Minkowski,
que en coordenadas (t,r,0,¢) con t € (—oc0,00), r € (0,00), 8 € (0,7) y ¢ € (0,27), tiene la
métrica

g=dt®dt —dr @ dr —r*(df ® df + sin® fdyp ® dp).

Nuestras dos coordenadas no compactas son t y r y por tanto son éstas las que sustituimos
por coordenadas nulas. Definimos °

vi=t+r, y w=t—r.

El rango aqui es v,w € R, pero con la condicién r = %(v —w) > 0, por lo que requerimos
v > w. Ahora compactamos:

p := arctan(v), y q := arctan(w).

Nuestro rango es ahora p,q € (—7/2,7/2) con la condicion p > ¢. Ahora construimos las
nuevas coordenadas temporales y espaciales

T:=p+yq, y X:=p—gq
Utilizando p = (T + X) y ¢ = 3(T — X), los rangos/condicién se convierten entonces en
—r<T+X <, —rm<T—-X <m, y X >0.

Ahora necesitamos expresar nuestra métrica en términos de (7, X, 0, ¢). Necesitamos obtener
expresiones para 7'y X en términos de estas coordenadas. Uniendo los resultados anteriores,
tenemos

T := arctan(t + r) + arctan(t — r), y X := arctan(t + r) — arctan(t — r).
En esas condiciones la métrica es
g =sec* (T + X)sec*(T — X)|dT ® dT — dX ® dX — R(T, X)(d0 ® df + sin® fdp dcp)},
donde

r2(T, X)

R(T, X) := sec?(T + X)sec?(T — X))’

®Como ejercicio adicional, comprobar que estas son efectivamente nulas.
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Ejercicio

Comprobar que la expresion de arriba para la métrica es cierta.
Pista: usar
t+r=tan(T + X), y t—r=tan(T — X).

junto con d(f(z)) = 0;fdx’ para hallar dt y dr en términos de dT y dX, y a contin-
uacion multiplicar todos los términos y cancelar.

Pista 2: Antes de hacer la gran expansion, mirar las expresiones para dt y dr y ar-
gumenta que son los términos que contienen sec?(T + X)sec? (T — X) los que per-
manecerdn.

Podemos por tanto dibujar el diagrama de
YJdiagrama = dI'@dl' —dX ® dX,

con los rangos [T — X| < m, |T — X| <7y X >0.

donde hemos etiquetado:

e Infinito espacial, i°,

Infinito Futuro temporal, i T,

Infinito Pasado temporal, i,

Infinito pasado nulo (o luminoso), J*, e

Infinito Pasado nulo (o luminoso), 3.

Los puntos anteriores reciben su nombre de la siguiente proposicion.

0

Proposicion 23.2.1. 1. Todas las geodésicas espaciales comienzan y terminan en -,

2. Todas las geodésicas nulas comienzan en I~ y terminan en I+, y
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3. Todas las geodésicas temporales comienzan en i~ y terminan en i .

Entonces recordamos que hemos suprimido 6 y . Asi que si reintegramos el ¢, es como
girar este diagrama alrededor del eje T', y obtenemos una forma de diamante.

i+

23.3 Otros Espaciotiempo

En los siguientes diagramas utilizaremos el gris claro para sombrear el(los) universo(s), el
amarillo para sombrear el(los) antiverso(s), el negro para sombrear el(los) agujero(s) negro(s),
el blanco para sombrear el(los) agujero(s) de gusano, y las lineas en forma de serpiente para
indicar las singularidades, utilizando una linea discontinua para las singularidades del anillo,
para recordarnos que se pueden evitar. También nos ceniiremos a los colores anteriores para
etiquetar las is y Js. También utilizaremos nimeros latinos en mayusculas (es decir, I, II,
etc.) para numerar los universos.

23.3.1 Agujero negro de Schwarzschild

Si se toman las coordenadas de Kruskal-Szekeres maximamente extendidas para el agujero
negro de Schwarzschild, mostrado al final de la dltima sesion, y se compacta a lo largo de las
diagonales, se obtiene el siguiente diagrama de Penrose.
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BH

Urr iy

Ya hemos discutido béasicamente este diagrama completo al considerar las coordenadas de
Kruskal-Szekeres, por lo que no hacemos mas comentarios aqui.

23.3.2 Agujero Negro de Kerr

Recordemos que un agujero negro de Kerr es un agujero negro eléctricamente neutro y en
rotacién, que tiene una singularidad anular y dos horizontes de sucesos. La presencia del
horizonte interior (el de menor r) resulta que da lugar al paso a un agujero de gusano, que
a su vez conduce a un agujero blanco y luego a otro universo. También resulta ser cierto
que se puede atravesar el disco delimitado por la singularidad anular y emerger en lo que
algunos denominan un antiverso. El diagrama de Penrose para un agujero negro de Kerr es
la siguiente bestia.

Vemos que tenemos un universo tras otro, y a diferencia de la solucién de Schwarzschild,
estos universos estédn conectados causalmente. Asi que un observador podria viajar al interior
del agujero negro y salir a un agujero de gusano a través del horizonte de sucesos interior y
luego a otro universo. Notese que los limites del antiverso corresponden a r = —oo.
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Hay un punto interesante e importante a tener en cuenta sobre las regiones antiversas
(antiverse regions) T y TT; no hay horizonte de sucesos entre el "blindaje" de la singularidad
del anillo. Tal singularidad se conoce como desnuda. Esto viola la llamada hipdtesis de
censura cosmica débil que dice vagamente que las singularidades no deberian ser observables
hasta el infinito nulo, de ahi que no hayamos etiquetado los limites r = —oco con JTs.

23.3.3 Agujero Negro de Reissner-Nordstrom

Un agujero negro de Reissner-Nordstrom es un agujero negro no giratorio y cargado eléctri-
camente. Como el agujero negro ya no gira, no tiene por qué tener una singularidad anular
y, por tanto, ya no podemos evitarlo y pasar a los antiversos. El diagrama de Penrose es
béasicamente idéntico al diagrama de Kerr-Penrose, pero con las lineas quebradas en forma de
serpiente hechas continuas. También se dibuja a veces con el antiverso separado de la regién
del agujero de gusano y con una indicacién de la carga de ese lado del agujero negro. Es decir,
las partes relevantes del diagrama pasan a ser las siguientes

Lo que hemos descrito anteriormente es en realidad el caso de un llamado agujero negro
sub-extremo Reissner-Nordstrom , lo que significa que los dos horizontes no coinciden. Si
realmente se escribe la métrica y se encuentra déonde se producen estos horizontes, se ve que
los dos pueden coincidir realmente si la masa y la carga del agujero negro son iguales. En
este caso la topologia del diagrama cambia. No vamos a dibujar el diagrama aqui®, sino que
simplemente hacemos este comentario para completarlo.

Observacion 23.3.1. Obsérvese que hay un cambio de topologia entre el caso extremo y el
sub-extremo, por lo que no se cree que podamos convertir un agujero negro sub-extremo de
Reissner-Nordstrom en uno extremo simplemente anadiéndole carga. De hecho, afiadir carga
requeriria energfa y, por tanto, también aumentaria la masa del agujero negro, manteniendo

el agujero negro sub-extremo.

23.3.4 Agujero Negro de Kerr-Newmann

Un agujero negro de Kerr-Newmann gira y tiene carga eléctrica. Por tanto, esperamos que
el diagrama de Penrose sea una combinacion de los dos anteriores. Efectivamente, este es el

5Puede ser encontrado aqui.


https://jila.colorado.edu/~ajsh/insidebh/penrose.html
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caso. De nuevo, al tener la singularidad anular, es posible evitarla y entrar en los antiversos.
El diagrama de Penrose para el agujero negro de Kerr-Newmann suele dibujarse de forma
idéntica al que hemos presentado para el agujero negro de Kerr, pero es importante recordar
que debemos indicar la carga del agujero negro en alguna parte, como hicimos con el agujero
negro de Reissner-Nordstrom. No dibujaremos aqui el diagrama para ahorrar espacio.

23.3.5 Colapso Gravitacional

Todos los diagramas de Penrose para los agujeros negros suponen que el agujero negro siempre
ha existido. Es decir, que no se formaron mediante algin proceso fisico como el colapso de
alguna estrella masiva. Ahora queremos dibujar un diagrama de Penrose de este tipo. En el
siguiente diagrama, el drea de color ciano indica la materia que colapsa, y la linea discontinua
indica que la linea r = 0 no forma parte del universo.

it it

El diagrama anterior podria sugerir que la materia primero se dispersa y luego se vuelve
a juntar, pero tenemos que recordar que las trayectorias de las geodésicas temporales se
ven afectadas por nuestros factores conformes. La materia se va colapsando a medida que se
asciende en el diagrama y, una vez que la masa esta dentro del radio de Schwarzschild r = 2m,
forma un agujero negro. De nuevo, este diagrama tiene dos dimensiones suprimidas, y a la
derecha hemos intentado dibujar el aspecto que tiene después de rotar alrededor de la linea
vertical.

Notese que al exigir que el agujero negro de Schwarzschild se forme de esta manera (en
lugar de haber existido siempre) se ha eliminado la muy indeseable region de agujero blanco
en el diagrama.

23.3.6 Universo Isotréopico & Homogéneo

Consideremos el caso de que el universo esté lleno solo de radiacion (es decir, K = 0 = A).
Durante un breve periodo después del Big Bang, ciertos procesos "retuvieron" la luz y, por
tanto, el universo era opaco, y luego, en algiin momento, se permitié la propagaciéon de la luz,
haciendo que el universo fuera transparente.

En el diagrama suprimido, los puntos en los que el universo se vuelve transparente seran
una linea horizontal (ya que es una linea espacial). Si a continuacion reinsertamos las dimen-
siones suprimidas, esta linea se convierte en una bola que nos rodea. Esto se conoce como
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fondo césmico de microondas, o CMB para abreviar. Esto es algo importante, ya que es algo
que deberiamos ser capaces de observar experimentalmente, y apoya atn mas la teoria del Big
Bang. De hecho, algunas personas incluso se refieren al CMB como "el resplandor posterior
al Big Bang".

Hemos utilizado un relleno rayado para indicar la regiéon donde el universo es opaco. La
linea verde se utiliza para indicar que los rayos de luz son libres de propagarse desde ese punto
en adelante.” Notese que la singularidad de la parte inferior corresponde al infinito temporal
pasado. Esta es la afirmacion de que toda la materia (que viaja a lo largo de las curvas de
tiempo) es creada por el Big Bang. A la derecha hemos incluido de nuevo la reintroduccion
de una de las dimensiones suprimidas, y vemos que el CMB se convierte en un disco. En
realidad hay una pregunta muy importante que hacer sobre el CMB, que destacamos ahora
con el uso del siguiente diagrama.

Los experimentos nos dicen que dondequiera que miremos el CMB obtenemos datos sim-
ilares, por ejemplo, que la temperatura es de unos 3K. Esto podria no parecer un problema,
después de todo queremos homogeneidad e isotropia, pero plantea un problema. Proyectando
el diagrama girado en un plano 2D para simplificar el dibujo, consideremos algin punto del
universo y observemos su cono de luz pasado al que los puntos estdn casualmente conecta-
dos, es decir, pueden influir en nuestro punto. Tomemos los dos puntos de la linea divisoria
opaca-transparente y consideremos sus conos pasados, si no se superponen son completamente
independientes. Es decir, no hay ningtin punto que pueda influir en ambos puntos.

"Podriamos en realidad no ser capaces de llamar a esto J~ porque tal vez las geodésicas nulas se definen
por debajo de esta linea. En realidad no sé la respuesta a esta pregunta, si algin lector lo sabe por favor
siéntase libre de enviarme una explicacién y la actualizaré con crédito.
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Si los puntos son completamente independientes, jpor qué obtenemos las mismas medi-
ciones para ambos? Esto no es sélo para dos puntos especiales en el CMB, sino para todos
los puntos del CMB. Este problema se conoce como el problema del horizonte cosmoldgico (o
el problema de la homogeneidad). La solucién mas cominmente aceptada para el problema
es incluir un llamado campo de inflacidn, que da lugar a inflacion cosmica.
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Hemos visto que para poder resolver las ecuaciones de Einstein con exactitud, necesitamos
condiciones de simetria fuertes o, lo que es lo mismo, simplemente tensores de energia-
momento. Esto es una lastima, ya que obviamente nos gustaria estudiar también los casos
de condiciones de simetria més débiles. Un ejemplo importante seria encontrar el campo
gravitatorio, g, ' dentro de una capa ("shell") de masa giratoria uniformemente distribuida.

Notese que la gravedad de Newton, que viene dada por la ecuacién de Poisson
2
p=V-o,
nos dirfa que el campo gravitatorio dentro de la capa se desvanece como p se desvanece
dentro de ella. Ademaéas de este hecho, la introduccion de la rotaciéon no afectaria al campo
gravitatorio ya que lo Gnico que le importa a la ecuaciéon de Poisson es la distribucion de la
masa p, y nuestra masa esta distribuida uniformemente por lo que no hay ningin cambio por

la rotacion.
Ecuaciones de Einstein?

Gab[g] = Tab[g’ (I)]a

codificaran tanto un campo no evanescente dentro de la capa como también codificaran el
cambio debido a la introduccién de la rotacién, ya que las componentes de T, codifican el
momento angular.

24.1 Perturbacion de Soluciones Exactas

Supongamos que una solucién exacta g a unas ecuaciones de Einstein

Gap [g] = Tap [g]

!Técnicamente g es el potencial gravitatorio, pero esta sutileza no es importante aqui.
2En unidades donde 8’1% =1.
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se conoce en términos de las funciones componentes g,; con respecto a alguna(s) carta(s) de
coordenadas. Seria bueno poder extraer el potencial gravitatorio, g.p + dgap, que resuelve las
ecuaciones

Gab[g + 59] = Tab[g] + 6Tab[g]7

donde 0Tp[g] es una pequena perturbacion del lado derecho de las ecuaciones de Einstein. Si
la perturbaciéon en el lado derecho es pequefia, podemos suponer que dg mismo es pequeiio®
y asi podemos expandir

Gablg] + 0Glg,09] + O(69%) = Taplg] + 0T 9],

donde 6G|[g, dg] tiene dependencia lineal de d¢g. Eliminando los términos de orden superior y
utilizando el hecho de que g es una solucién exacta, tenemos

5Gab[g> 59] = 5Tab[g]'

La tarea restante es entonces encontrar §g.;. Este método se conoce como "teoria de pertur-
bacién lineal".

Ejemplo 24.1.1. Para la capa de masa, podriamos considerar que la solucién exacta es aquella
en la que no hay ninguna capa, es decir

Galg] = 0.

Sabemos que la solucién exacta viene dada por la métrica plana g = 1. Ahora podemos
plantear la cuestion de introducir una pequena masa que gire lentamente y tratarla como una
perturbacién del tensor energia-momento,

6Gab[na 59] = 5Tab[g]'

Observacion 24.1.2. Resultara interesante considerar también los casos en los que el lado
derecho de las ecuaciones de Einstein no esta perturbado (es decir, 67,5[g] = 0). Esto nos
llevara, por ejemplo, a las llamadas ondas gravitacionales. Esto puede parecer extrano, ya que
;,como podemos perturbar la métrica pero no el lado derecho de las ecuaciones de Einstein? La
respuesta es la idea de que el lado derecho codifica la materia en el espaciotiempo, mientras que
la métrica codifica la gravedad y la curvatura. Podemos pensar que esto es como "empujar"
la variedad del espaciotiempo y hacer que se ondule, sin introducir ninguna materia nueva.
Con el mismo argumento vemos que 07,y es s6lo una funciéon de g y no dg.

24.2 La métrica perturbada

La idea es la siguiente: de todos modos estamos calculando/resolviendo en alguna carta (U, z),
asi que podemos igualmente arreglar que nuestra solucién exacta conocida tome una forma

3Si resultara no ser pequefo, deberiamos tener que un pequefio cambio en el lado derecho de nuestras
ecuaciones de movimiento da lugar a un gran cambio en el lado izquierdo, indicando que la solucién no es
estable. Evidentemente, ignoramos cualquier caso como éste por motivos fisicos.
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particular. Por ejemplo, para una métrica estatica g, siempre podemos encontrar un gréfico
(U, x) tal que

110 0 0

Gab = 0 )
0 ~YapB
0

donde 7,4 es alguna métrica-3 de Riemann dependiente del tiempo. Podemos escribir esto de
forma mas compacta como

g =dz’ ® da® — y,pda® ® da®.

Este caso particular es uitil para considerar perturbaciones sobre el espaciotiempo de Schwarzschild,
por ejemplo.
Ahora es inteligente describir los 10 campos pequenos codificados en dgq; como

69 = 2adz’ @ dz¥ — b, [da:o ® dz® + dz® ® dxo] — [20’ya5 + eag] da® ® da®,
para pequenos
(i) campos escalares a y c,
(ii) campo vectorial b = y*Fbg,
(ili) campo tensorial simétrico eqg, que esta libre de trazas, P eqas = 0, espaciales,

todos los cuales pueden depender de todos los x% (es decir, pueden depender de x°, aunque
sean espaciales).

Observacion 24.2.1. Notese que esto es solo la perturbacion. Es decir, la nueva métrica com-
pleta es g + 8g = (1 + 2a)da® ® dx® — ...

Contando el nimero de grados de libertad, tenemos
i) 1+1=2,
(i) 3,
oy 3(341) _
(iii) =5~ —-1=5
para dar un total de 10, como se requiere.

Observacion 24.2.2. Es simplemente conveniente pensar en una perturbaciéon general de la
meétrica en términos de estos 10 grados de libertad.

Observacion 24.2.5. Utilizaremos una notacion tal que los indices griegos que no aparecen en

su posicion natural han sido elevados/bajados utilizando /7Yap- Hacemos esto solo para
aligerar un poco la notacion.
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24.3 Helmholtz-Hodge

Es sumamente til descomponer atn mas el

(a) campo vectorial b, como
bo = Do B + B,,

donde D es la derivada covariante de Levi-Civita de v, B es un campo escalar y B, es
un campo vectorial 4, DoB* = 0. Esto se conoce como Teorema de Helmholtz, y en
realidad afirma que B y B, son tnicos.

(b) campo tensorial e,z como
1
€af = 2D(aDﬂ) - g’yagA E+ 2D(aEﬁ) + Ea/g,

donde A := ’yaBDaDlg es el Laplaciano espacial, E es un campo escalar, F, es un
campo vectorial libre de divergencia , y E,3 es un campo tensorial simétrico, libre de
divergencia, Do E®? = 0, y libre de trazas. Esta descomposicion es tnica también, y es
conocida como Teorema de Hodge.

Por tanto una perturbaciéon general de una métrica estatica se descompone tinicamente en
tres tipos de perturbaciéon independientes:

59 = 5gescalar + 5gvector + 5gtensor'

Si hacemos las descomposiciones triviales a = A y ¢ = C, la féormula anterior se resume en la
siguiente tabla, donde hemos incluido alguna terminologia comun para las categorias

Tipo de perturbaciéon Contiene Terminologia

0 Gescalar A B,CyFE Escalares

0 Gvector B,y E, Campos vectoriales
solenoidales

dGtensor Eqp Simétricos, campos tensori-
ales TT °

La gente dice entonces que "las perturbaciones escalares provienen de los escalares, las per-
turbaciones vectoriales provienen de los campos vectoriales solenoidales y las perturbaciones
tensoriales provienen de los campos tensoriales simétricos TT".

La logica que subyace a esta distincion es que una perturbacion §7,3[g] en el lado derecho,
que es efectuada s6lo por un campo escalar, a lo sumo "cambiard" los campos escalares en la
métrica g + dg en el lado izquierdo. De forma similar para las perturbaciones solenoidales y
TT del tensor energia-momento.

Esto significa que si descomponemos el lado derecho de nuestro sistema perturbado en los
tres tipos de contribuciones, podemos resolver cada parte por separado y ver su contribucién
al sistema.

4ibre de divergencia
5TT significa libre de Traza y Transverso.
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Observacion 24.3.1. Téngase en cuenta que la descomposiciéon anterior sélo funciona en la
teoria de la perturbacién lineal, ya que los términos de orden superior contendrian términos
cruzados cuando se expanden las descomposiciones. Asi que s6lo podemos hacer la resolucién
anterior de forma independiente para la teoria de perturbaciones lineales.

Ejemplo 24.3.2. Para nuestra capa en rotacion, la perturbaciéon escalar viene dada por la
introduccién de la distribucién de masa p, y la perturbaciéon solenoidal viene dada por la
introduccién de la rotacién, ya que el campo vectorial asociado a ella es libre de divergencia
(es esencialmente un campo de rizo). Podriamos introducir una perturbacion TT aplicando
presién a la capa.

Observacion 24.53.3. Es importante considerar qué es lo que contribuye fundamentalmente a
la perturbaciéon. En nuestro ejemplo de la capa, podriamos pensar que algiin campo vectorial
que hace que la capa pulse y oscile en tamafio es una perturbaciéon vectorial solenoidal. Este
no es el caso, ya que no es libre de divergencia y por lo tanto no es una perturbacion vectorial
solenoidal. Es, de hecho, una contribucién escalar ya que el campo vectorial requerido puede
obtenerse como el gradiente de algiin campo escalar, y es el campo escalar el que genera la
perturbacion.

Terminologia. A pesar de la ultima observacion, la gente no suele decir "solenoidal" y se limita
a decir "perturbaciones vectoriales". Del mismo modo, se limitan a decir "perturbaciones
tensoriales".

24.4 El Precio Pagado Por El Lujo De Trabajar En Una Carta

Hemos argumentado una y otra vez que los objetos del mundo real, como la métrica, son
independientes del grafico (carta) que se elija para expresarlos, y que los componentes de
estos objetos pueden variar enormemente de una carta a otra.

Hasta ahora hemos calculado todo lo que hay en la carta (U,z) y hemos obtenido algin
d9(z)ab- La pregunta obvia es si existe otro grafico (U,y) tal que

9(z)ab + 5g(m)ab = g(y)ab?

Si este es el caso, no tenemos mas remedio que concluir que la métrica con componentes
9(z)ab T 0G(z)ap €S Precisamente la métrica con la que empezamos. Es decir, en realidad no
hemos encontrado una perturbaciéon del mundo real para el sistema, sino que hemos generado
una "falsa" a nivel de la carta.

Ejemplo 24.4.1. Consideremos un plano infinitamente extendido. Introducimos una densidad
de materia uniformemente distribuida en todo el plano. La teoria newtoniana nos dice que el
campo gravitatorio es homogéneo y que sélo apunta de forma ortogonal al plano. Sin embargo,
al hablar de las fuerzas de marea vimos que en la relatividad general dicho campo gravitatorio
puede eliminarse por transformacion a un marco de caida libre. Por tanto, podemos encontrar
un sistema de coordenadas en el que la contribucién de la materia desaparezca, y por eso se
trata de una perturbacion "falsa".

La idea de este problema es que para
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(i) perturbaciones escalares, solo dos combinaciones de A, B,C' y E
. .. 1
UV:=A+B-F, y @::CngE

(ii) perturbaciones vectoriales, s6lo una combinacion de By y Eq

Oqn = By — Eq,

(iii) perturbaciones tensoriales todas las E,p

no se ven afectadas (y por lo tanto no se pueden eliminar) por las transformaciones de coor-
denadas generales. Se conocen como invariantes de calibre. Son las tinicas que se pueden
tomar en serio. Deduciremos estos resultados en la préxima sesion.

Este concepto deberia ser familiar desde la electrodindmica, donde sabemos que los campos
A, por sf mismos no son fisicamente significativos, pero ciertas combinaciones si lo son, por
ejemplo los componentes del tensor de intensidad de campo F),, = 0,4, — 0, A,.
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Es un hecho que cualquier transformaciéon de coordenadas pequena, pero por lo demés ar-
bitraria, viene dada por la eleccién del campo vectorial £, cuyas funciones componentes con
respecto a la carta original, 5%, son pequenas. Entonces el cambio en el que incurren los com-
ponentes de la métrica bajo una transformaciéon tan pequena, pero por lo demés arbitraria,
viene dado por !

Acgab = (Leg)

donde L es la derivada de Lie. En otras palabras, si la dg,, toma esta forma es una pertur-
bacién "falsa", como se describe al final de la Gltima sesién. Pero, por supuesto, escribimos

Gab + 6gaba

por lo que debemos estudiar como cambia g, si elegimos un € pequeno y arbitrario. Si se
trata de una perturbacién falsa, entonces sabemos que el cambio en los componentes de la
métrica es de la forma anterior, pero dgq; es el cambio en la métrica, por lo que tomar un
cambio adicional £ nos dara simplemente

donde observamos que no hay ¢ en el lado derecho. El objetivo es encontrar qué componentes
son falsos y luego trabajar qué combinaciones de componentes, si es que hay alguna, se
cancelan en el lado derecho dandonos una perturbacion real.

25.1 Calcular Aca, Acc, Acb, & Aceqp

Aunque en la altima clase hicimos la descomposicion a las letras maytsculas (A, By, etc.), en
realidad es més inteligente resolver primero el cambio de las mintisculas.

Nuestra carta es (U, z) donde g = dz® ® dx® — Yapdr® & dz?. Podemos descomponer el
campo vectorial £ en esta carta como

£ =Tdy+ LPdg,

donde T'y L* son campos escalares que pueden depender de todas las coordenadas de la carta,
incluyendo z". A continuacion, calculamos el cambio de dg,; incurrido por € considerando T

La A¢ aqui no es el Laplaciano, sino que simplemente denota el cambio bajo &.

165



SESION 25. TEORIA DE LA PERTURBACION II 166

y L*. Tenemos
(Afdg)ab = (Egg)ab
= fmgab,m + gm,agmb + fm,bgam
= Tgab,() + L“gab,u + z_:aQOb + L“,agub + T,bgaO + LM,bga,u-

Consideramos ahora cada uno de los componentes por separado. Usando un punto para
indicar una derivada con respecto a z°, tenemos:

(Ae0g) gy =0+0+T+0+T+0=2T,

donde hemos usado el hecho de que gog =1 y goo = 0.
A continuacion tenemos

(860) g = 0+0+0 = L'y + T +0 = —Lly5 + T,

donde hemos usado gog = 0, goo = 1 Yy gag = —7Vap- Podemos entonces usar el hecho de que
Yas €s independiente de 20 para dar

(8¢0) o5 = Tp — (L'up) g = DT — Lg,

donde Dg es la derivada covariante de Levi-Civita usando .
Finalmente tenemos

(Afég)a,b’ =0—L"yapu + 0= L" avus + 0 = L¥ 70y
Entonces usamos
L¥ ayup = (LH'VMB)Q — L*vu.a

para dar

1
(8609) 5 = =2| L(a,p) = 5L (Wupia + Yuap = Yap) | = ~2D(alp),

donde de nuevo D,, es la derivada covariante de Levi-Civita usando .
Usando la expresién para dg en términos de a, by, c y eqp de la tltima clase, concluimos
que

A¢(2a) = 2T
A¢(=bo) = Do T — Lg
Ag( —2¢Y08 — eag) = —2DLpg).
Las dos primeras expresiones nos dicen claramente que
Aca=T, Y Agby = Lo — D, T,

pero la tercera expresion necesita un poco de trabajo. Contraemos ambos lados con 7 y
usamos *yaﬁfyag = 3 junto con el hecho de que D es compatible y-métrica (por lo que podemos
"tomar vy dentro de ella"), dando

1
GASC + A57a56a5 = 2DO¢ (’YQ'BLB) — Agc = gDaLa,

donde hemos utilizado la condicién de ausencia de trazos de e,g. De esto se deduce que

2
Ageaﬁ = 2D(QL5) — gDuLH’)/aﬁ-
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25.2 Perturbaciones Escalares

Ahora queremos considerar los campos descompuestos, y empezamos con las perturbaciones
escalares.

Afirmacion 25.2.1. Si consideramos el caso aparentemente restringido L = DL para algin
campo escalar L, en realidad obtenemos el mismo resultado para las perturbaciones escalares
que si lo hubiéramos hecho de forma general.

No demostraremos esta afirmacién aqui, sino que la utilizaremos para simplificar lo sigu-
iente.
Usando la afirmacién anterior y los resultados de la tltima clase vemos que

AcA=T,
A¢B=L-T
%C:%AL
A¢E =1L,

donde en el lado derecho de la ecuacién C' A es el Laplaciano.

Demostrar que los resultados anteriores se mantienen.
Pista: Si estds atascado el Dr. Schuller hace esto en los videos.”

“Hay un par de factores de 2 para el F en mis notas que creo que el Dr. Schuller se perdio, pero
terminan cancelando por encima, por lo que obtengo el mismo resultado para A¢F.

Ahora podemos utilizar estos resultados para mostrar los resultados citados al final de la
altima sesion, a saber

.. 1
V:=A+B-F, y @::C—gAE

son invariantes de tipo calibre ("gauge").

Demostrar que lo anterior se mantiene.
Sugerencia: De nuevo, esto se hace en las conferencias (videos).

Observacion 25.2.2. Notese que estos resultados nos dicen que los escalares A, B,C' y E no
pueden ser "conectados" independientemente, ya que las tinicas perturbaciones reales se dan
como combinaciones de ellos.

So6lo por conveniencia, y precisamente porque los ® y ¥ son invariantes de calibracion,
somos libres de elegir cualquier (7', L“) que queramos. Dicha eleccion se conoce como calibre
o calibracién, y el proceso fijaciéon del calibre. Una vez mas, deberia ser familiar para el
electromagnetismo. Decidimos utilizar el calibre

T:=B-E, y L:=-F.
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Hemos elegido este calibre porque entonces
A¢B=L-T — B =0,

y as{ pues
U= A, y P =C.

Esto se conoce como calibracién longitudinal. Trabajando en este calibre, obtenemos
finalmente el lado izquierdo para las perturbaciones escalares de las ecuaciones de Einstein,
delGap = Tpp, como

8Goo = 2AD
8Goq = 2D, ®

.2 1

25.3 Perturbaciones Vectoriales

Afirmacion 25.3.1. Al igual que con las perturbaciones escalares, resulta que podemos con-
siderar los casos aparentemente restringidos de

T=0, y D,L* =0,
y obtener el resultado total.

De nuevo, no probamos esta afirmacién, sino que nos limitamos a utilizarla.
Los resultados aqui son

AEBa = Lom y AgEoz = Lou
y asi las tnicas cantidades invariantes gauge son
©:=B, - E.

A continuacion, utilizamos la calibracion vectorial, que establece E = 0, y obtenemos
O, = B,. Obtenemos entonces el lado izquierdo de las perturbaciones vectoriales de las
ecuaciones de Einstein,

1 .
0Goa = 5084,y 0Gas = D(aOp).

25.4 Perturbaciones Tensoriales

Afirmacion 25.4.1. De nuevo podemos considerar un caso aparentemente restringido, esta vez
T=0=L*
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Con esta afirmaciéon se deduce trivialmente que
AgiEa3 =0,
y por tanto todos los E,g son invariantes gauge. Las ecuaciones del lado izquierdo son
0Gapg = —Eug + AE,g.

Observacion 25.4.2. Si partimos de la solucion exacta Ggp[g] = 0 y no introducimos ninguna
masa (por tanto 07,5[g] = 0) obtenemos para las perturbaciones tensoriales

- “aB + AEQB = 07

que es una ecuacion de onda. Estas son las llamadas ondas gravitacionales. Es importante
notar que esta ecuaciéon de onda esta hecha de cantidades invariantes gauge y es una onda del
mundo real, no una "onda de coordenadas" que puede ser eliminada por una transformacion.



26 Tutoriales

Los siguientes capitulos son los tutoriales del curso. No he incluido todo lo que aparece en
los tutoriales (por ejemplo, se han omitido las definiciones, etc.), pero he tratado de incluir
las preguntas més tutiles. Algunas de las respuestas a las preguntas de los tutoriales también
se han incluido en el contenido principal de los profesores como observaciones, etc.

26.1 Topologia

26.1.1 Topologias En Un Conjunto Simple

Sea M = {1,2,3,4} un conjunto.
Pregunta: O := {(D, {1},1{1, 2,3, 4}} constituye una topologia en M?

Solucién: Comprobar las condiciones:
(i) 0 € Oy and M € O;.
i) On{1}=0€ 01, 0N {1,2,3,4} =0 € Oy and {1} N {1,2,3,4} = {1} € O;.

(iii) QU{1} = {1} € O1, 0U{1,2,3,4} = {1,2,3,4} € Oy, {1}U{1,2,3,4} = {1,2,3,4} € Oy
and QU {1} U{1,2,3,4} = {1,2,3,4} € O.

La respuesta por tanto es si..

[ Pregunta: Y respecto a Oy := {0, {1},{2},{1,2,3,4}}. ]

Solucion: El tnico nuevo anadido es {2} por lo que solo hay que comprobar su im-
plicacién. Vemos enseguida que {1} U {2} = {1,2} ¢ Oy y asi concluimos que no es una
topologia.

170
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26.1.2 Funciones Continuas

a N
Pregunta: Sea M = {1,2,3,4} y consideremos el mapa de identidad idys : M — M
definido por

idy(1) =1, idag(2) =2, idp(3) =3, idy(4) =4.

;Es el mapa id p4 continuo si el dominio esté dotado de la topologia cadtica y el objetivo
con la topologia Ogbjetivo := {(Z), {1},1{1,2,3, 4}}?

Solucién: La topologia cadtica aqui es
Ocastica = {@, {1) 2,3, 4}}

Vemos enseguida que la preimagen de {1} € Ogbjetivo €5 {1} que no esta en Ocastica, ¥ por lo
tanto el mapa no es continuo con respeto a esas topologias.

a2 N
Pregunta: Consideremos el inverso id;,} : M — M del mapa de identidad id a4,
tal que ahora el objetivo estéd equipado con la topologia cadtica y el dominio con la
topologia {0, {1},{1,2,3,4}}.

Proporcionar los valores del mapa id/_\/} y decidir si id;/} es continuo!

Solucioén:
idy (1) =1, idy(2) =2, idy(3)=3, idy(4)=4

Consideremos ahora las preimégenes.

preimid;/tl (@) =0, y preimid 1({1,2,3,4}) = {1,2,3,4} = M,

M
ambas estan en la topologia de nuestro dominio. Por lo tanto el mapa es continuo con respecto
a esas topologias.

26.1.3 La Topologia Estandar En R?

No he incluido aqui la pregunta 4 porque seria dibujar demasiado en Tikz para mi...
sin embargo las preguntas merecen la pena ser miradas, asi que si no lo han hecho ya
vayan a ver el video.



https://www.youtube.com/watch?v=_XkhZQ-hNLs&list=PLFeEvEPtX_0RQ1ys-7VIsKlBWz7RX-FaL
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26.2 Variedades Topolégicas

26.2.1 Un Atlas Desde Un Mundo Real — el rio Mobius

f N
Pregunta: Consideremos una cinta Mobius “ con un rio dibujado a lo largo. ;Cuantas
cartas se necesitan para cubrir la cinta M6bius?

Dibujamos una imagen del rio y de la cinta M&bius bajo el(los) mapa(s) de la cartal

“Por favor mirar en Google si no la conocen.

Solucién: La cinta Mobius puede ser representada por el siguiente diagrama

S~

™~

donde las flechas indican cémo identificamos los dos bordes juntos (es decir, la esquina inferior
derecha va a la esquina superior izquierda). La linea azul es el rio. Esta claro que necesitare-
mos al menos dos cartas para cartografiar toda la franja. Podriamos elegirlas de la siguiente
manera

Uy | \UQ i

N | N

/

A continuacién, definimos mapas de estas regiones sombreadas en R?. Por ejemplo, podemos
simplemente mapearlas para que sean las regiones sombreadas de la pagina, teniendo cuidado
de regionalizar adecuadamente las dos partes de U;. Para ahorrarme escribir mas cédigo Tikz,
dejaré esto a tu imaginacion.

26.2.2 Un Mundo Real Desde Un Atlas

Esto merece la pena verlo en el video, pero seria demasiado dificil para mi hacerlo
aqui. Asi que, por favor, vayan a ver el video..

26.2.3 Antes De La Invencion De La Rueda

4 N

Consideremos el conjunto F'* := {(m,n) € R? |m*+n* = 1} de pares de ntimeros reales
(m,n). Que esté dotado de la topologia del subconjunto topologico Os| 1 heredada de
la topologia estandar en R2. Pregunta: Estamos en un mapa x : F! — R que mapea
un par en F' a la primera entrada del par. Escribir esto en términos matematicos



https://www.youtube.com/watch?v=ghfEQ3u_B6g&list=PLFeEvEPtX_0RQ1ys-7VIsKlBWz7RX-FaL&index=2
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[ formales. ;jEs el mapa inyectivo? ]

Solucién: El mapa es z : F! — [—1,1] dado por z : (m,n) — m. Claramente este mapa
no es inyectivo ya que x((m, n)) = x((m, n’)) donde n' = —n.

Pregunta: Este mapa puede hacerse inyectivo restringiendo su dominio a cualquiera
de los dos subconjuntos abiertos maximos de F''. Cuales? Llamémosles T4y Ty

Solucién: El problema era que n’ = —n dio la no inyectividad, por lo que claramente
definimos

Up := {(m,n) € R*|m* +n* =1,n > 0}
U, :={(m,n) € R*|m* +n* = 1,n < 0}

y asi tenemos los mapas
xT:UT_>(_171)7 y x¢:U¢—>(—1,1).

Es importante que tomemos las desigualdades para n (es decir n # 0) para que nuestros
conjuntos sean abiertos, como exige la pregunta.

Pregunta: Ahora, construyamos un mapa inyectivo y; : F' = R que mapea cada par
en un subconjunto abierto maximo de F'! a la segunda entrada del par.

Solucién: Igual que arriba, simplemente definimos
Vi = {(m,n) € R*|m* +n* = 1,m > 0},

y el mapa
Yp - VT - (_17 1)7

dado por y4 : (m,n) — n.

Pregunta: Es y; invertible? Si lo es, construyamos y;- L

Solucién: Si es invertible, ya que es biyectivo. Construimos el inverso como
yr (1,1 = W,

donde la accién es dada por

yT_1 tn (\4/1—n4,n).

Pregunta: Los dominios de los mapas x4 y y; se solapan? Si lo hacen, construir el
mapa de transicion x4 o yT_l y especificar sus dominio y objetivo.
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Solucién: Si, sus dominios se solapan como
Uy NV;y = {(m,n) € R*|m* +n* = 1,n,m > 0}

El mapa de transiciéon es
(:E¢ o yT_l) :(0,1) = (0,1)

(z4 oy{l)(a) =z4(V1—a%a) = V1 —-a* € (0,1).

con

Pregunta: ;Cuantos mapas (construidos de esta manera) se necesitan para que sus
dominios cubran la totalidad de F'? ;El conjunto de estos dominios y mapas forma
un atlas sobre F1?

Solucién: La respuesta, obviamente, es 4 mapas x4, 2|,y y ¥}, v si, forman un atlas. De
aqui vemos que F'! es una variedad topolégica de dimension d = 1.

26.3 Algebra Multilineal

26.3.1 Espacios Vectoriales

é N
Sea V := R? el conjunto de todos los reales triples.
Pregunta: Equipamos V con adiciéon @ : V XV — V y multiplicacién-s ©® : RxV — V
definido por
(a,b,¢) ® (d,e, f):==(a+d,b+e,c+ f)

A® (a,b,¢) :=(A-a,\-b,A-c)

donde + y - son la adicion y la multiplicacién en R. Comprobar que (V,®,®) es un
espacio vectorial.

Solucién: Tenemos que comprobar que cumple los 8 axiomas.

(i) Conmutativo con respecto a @:
(a,0,c) ® (d,e, f) = (a+d,bt+e,ct+ f)=(d+a,b+e f+c)=(de[f)d(ab0).

(ii) Asociativo con respecto a @:

[(a,b,¢) & (d, e, /)] @ (hyi,§) = (a+ d, b+ e,c+ f) & (hyd, )

=(a+d+hb+e+ictf+])
= (a,b,¢) ® (d+ hye +1i, f + )
= (

a,b,c) ® [(d,e, ) ® (h,i,5)].

(iii) Elemento neutro con respecto a @: esto es claramente (0,0,0).
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(iv) Inverso con respecto @: esto es justo (—a, —b, —c). Hay que tener en cuenta que para que
esto sea verdad es importante que tomemos la linea real completa, no sélo los positivos
reales (de lo contrario (—a —c) ¢ V).

(v) Asociativo con respecto a ©:

AO [pO(a,b,¢)] =A@ (- a,p-bp-c)
=AOp-a,AXOu-b,AO u-c)
= [Aou o (a,bd,¢).

(vi) Distributivo 1:

A+ p) @ (a,b,c) = (A +p)-a,(A+p)-b,(A+p)-c)
()‘ a,A- b/\ C) (,u-a,,wb,;rc)
=\0O(a,b,c)®po (a,b,c).

(vii) Distributivo 2:

2O [(a,b,0)@ (dye, [)] =A0 (a+d,b+e,c+ f)
=A-(a+d),A-(b+e),A (c+f))
=A-a, N bAe)+(A-d A e A f)

=0 (a,b,¢) B AO (de, f).

(viii) Unitario con respecto a ®: Claramente 1 ® (a, b, c) = (a,b,c).

Pregunta: Consideremos el mapa d : V — V; (a,b,¢) — d((a,b,c)) := (b,2¢,0). Es
d lineal?

Solucién: Consideremos
d()\ © [(a,b,c) & (d,e,f))] = d(([)x cal+d, [N b e [N+ f))
= ([A-b] +e,2[A-c]+2f,0)
=A® (b,2¢,0) @ (e,2f)
=)0 d((a,b, c)) <) d((d, e, f)),

por lo tanto si es lineal

[ Pregunta: Mostrar que el mapa d o d es lineal. ]

Solucién: Esto se deduce inmediatamente de Teorema 3.2.2, sin embargo si queremos se
puede mostrar explicitamente (no lo haremos aqui para ahorrar escritura.)
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f N
Pregunta: Consideremos el mapa
. . 1 1
i:V = R;(a,b,¢) »i((a,bc)) =a+ §b+ 3¢
Comprobar la linealidad. De qué conjunto es ¢ un elemento?
. V.

Solucion: El calculo de la linealidad es exactamente el mismo método que el anterior, asi
que para ahorrar el teclear sélo diremos la respuesta: si lo es. Al ser un mapa lineal de V' a
R es, por definicién, un elemento de V*.

a2 )
Preguntan: Otra pregunta (multi)lineal. De nuevo no quiero seguir escribiendo esa
comprobacién, por lo que mejor ver el video para la respuesta.

Pregunta: Comparar el mapa de arriba d : V — V con el mapa 6 : P — P de la
sesion y construir el mapa lineal biyectivo j : P, — R3 tal que

d=jodoj L.

. y

Solucion: Recordemos que ¢ : P — P esta definido como una derivada, es decir 6(p) = p'.

Esta claro que para esta pregunta queremos centrarnos en el mapa d : P, — P». Recordemos
la definicion
Py :={p:R—R|p(z) =a+ bz + ca’},

y entonces tenemos
p'(z) = b+ 2cx + 0%

Vemos inmediatamente que esto se asemeja al mapa d : V' — V el cual actiia como d( (a,b, c)) =
(b,2¢,0). Solo nos queda construir el mapa j : P, — R3. Pensdndolo un poco esta claro que
la respuesta es simplemente

i(p) = (a,b,¢),

1

donde p = a+ bx + cz?. El mapa inverso j~! : R — P, viene entonces dado simplemente por

(7 (a,b,0))(z) = a+ bz + cz’.
La sustituciéon directa nos da
((Godoi™)(a,b,¢) = (b,2¢,0) = d((a,b,¢)).

Se pueden hacer ejercicios similares para comparar i : V — R to I : P — R dado en la
clase (y también para el ejercicio anterior que no he escrito aqui.) Ver el video para mas
detalles.


https://www.youtube.com/watch?v=5oeWX3NUhMA&list=PLFeEvEPtX_0RQ1ys-7VIsKlBWz7RX-FaL&index=3
https://www.youtube.com/watch?v=5oeWX3NUhMA&list=PLFeEvEPtX_0RQ1ys-7VIsKlBWz7RX-FaL&index=3
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26.3.2 Indices

4 N

Sea V' un espacio vectorial de dimensiéon d. Consideremos dos mapas A y B, donde

A:V*xV* =R

B:VxV =R
V tiene una base eq,...,eq y V* tiene la base €', ..., €?.
Pregunta: Definir los componentes A% de A y B,, de B con respecto a las bases
dadas.
. v

Solucién: Simplemente usamos la dualidad de los elementos base, a saber e;(¢/) = 5? =

€/(e;). Asi pues, tenemos

A — A(e?, eb), y Bay, = B(eq, €p)-

Pregunta: Definimos Al .= %(Aab — Ab“). Mostrar que
A[ab] _ _A[ba}

y también
Al B, = A® By,

Solucién: Por calculo directo tenemos
lab] %(Aab Lo _%(Aba A = Al
Tenemos también

Alblp % (A® — A%)B,,
_ % ( ADB,, — Abe Bay)
_ % ( A®B ., — A% Bia)
= Aab% (Bab — Bba)
=: A By,

donde hemos utilizado la convencién de suma de Einstein para reetiquetar los indices ficticios
del segundo término para llegar a la tercera linea.

Pregunta: Adicionalmente definimos By, := %(Bab + Bba)- Ahora, mostrar que

B(ab) = B(ba)
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Yy una vez mas

A By = A By,

Solucién: Seguir exactamente los pasos de la solucién anterior.

Pregunta: Utilizando los resultados de las preguntas anteriores, podemos mostrar
facilmente

A By =0,

es decir, la suma (contracciéon) de los indices simétricos y antisimétricos da como
resultado cero.

Solucién: Tenemos

1
A[ab}B(ab) = *(AabB(ab) - AbaB(ab))

(A(ab) Bab - A(ba) Bab)

(A(ab) Bab - A(ab) Bab)

Sl Il M

26.3.3 Mapas Lineales Como Tensores

Pregunta: Dado un espacio vectorial V' y un mapa lineal ¢ : V* =5 V* construir un
tensor Ty- (1,1).

Solucién: Sabemos que un tensor-(1,1) es un mapa lineal Ty : V* x V/ 5 R. Sabemos
también que 1) € V* es un mapa 1 : V=3 R. Esta claro, por tanto, que definimos

Ty(o,v) = (6(0)) (v),

donde c e V*yveV.

Pregunta: Dado un tensor- (1,1) T : V* x V' =5 R, construir un mapa lineal ¢r :

VvV — V*,

Solucién: Esto es justo el ejercicio anterior al revés. es decir, definimos

(¢7(0)) (v) = T(o,v),

que escribimos como

or(o) :=T(o,").
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Pregunta: Mostrar que

(a) Top =T,y
(b) ér, = ¢.
Solucién:

(a) Tenemos
Ty, (o,v) == (QST(U))(U) =:T(o,v).

(b) Tenemos
(67,(0)) (v) = Ty(0,v) = (é(0) (v),

y entonces ¢, = ¢.

Pregunta: Concluir que podemos considerar un mapa lineal ¢ : V* = V* como un
tensor- (1,1).

Solucién: Los ejercicios anteriores nos acaban de mostrar que existe un vinculo tnico
entre T'y ¢ y por lo tanto podemos pensar que son isomorfos como mapas y como tal pueden
ser vistos como el mismo objeto.

26.4 Variedades Diferenciales

26.4.1 Restriccion Del Atlas

Sea (R, Oestandar) un espacio topologico. Que ademas esté equipado con un atlas
A={(R,r),(R,y)} donde z:R = R;ar> z(a) =ayy:R—R;a y(a) =a
Pregunta: Construir el mapa de transicion de cartas y oz~ : R — R y dar su clase
de diferenciabilidad.

Solucién: Tenemos 7' : R — R; a + x7(a) = a, y por tanto yox~' : R = R; a > a?.

Esto es C*(R).

Pregunta: Construir también el mapa de transicién de cartas zoy~! : R — R. Es
(R, Ocstandar, A) una variedad diferenciable?

Solucién: Tenemos xoy~ ! : R — R; a +— ¥/a, pero esta funcion ni siquiera es C'(R — R)
ya que la primera derivada es %a_w 3 que explota a medida que a — 0. Por tanto esta no es
una variedad diferenciable.

Pregunta: Restringir el atlas A a un atlas A de manera que (R, Ocstandars .Z) sea una
variedad suave.
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Solucion: El problema anterior proviene de los mapas de transiciéon de las cartas. Los
dos mapas de cartas en si son C>°(R — R) y su dominio es toda la variedad (es decir R) y
por lo tanto, si eliminamos una de las dos cartas obtenemos una variedad suave.

26.4.2 Cuadrados Suaves ("Soft Squares”) en R x R

4 N
Sea M = R x R equipado con la topologia "cuadrado suave" ("Soft square topology")
Ossq y un atlas A = {(Uy, xy,)}, donde U,, = {(z,y) € RxR||z| < n,ly| <n,n € NT}
y

05 Up = an(U) € R (@) = an(@yp) o= (2, 220,

on ' 2n

Pregunta: Recordar la definicion de una carta y mostrar que los (U, ) son de

hecho cartas.
\. y

Solucién: Para que (U, x,) sean cartas, necesitamos mostrar que U, € Ogsq y que las
Zps son homeomorfismos (es decir inevitables y continuas).

La topologia del cuadrado suave se explica por si misma, es el conjunto de cuadrados
alrededor del origen sin la frontera. Esta es exactamente la definiciéon de los U, donde los
lados de los U, consecutivos aumentan en 2n. Asi que tenemos U,, € Oggy.

A continuacién tenemos que demostrar que los mapas graficos son homeomorfos. Esta
claro que z,, es continua respecto a Ossq ¥ Oretestndar- Asi que sblo tenemos que comprobar
que x,, I existe y es continua. Tenemos

x (a,b) = (n(a+b),n(a — b)),

que es, una vez maés, claramente continua.
Por lo tanto sabemos que (U, ;) son de hecho cartas.

Pregunta: Mostrar que A es un atlas -C* construyendo explicitamente los mapas de
transicion de cartas. Qué es k7

Solucion: Los mapas de transicién de cartas viene dados por

Tyn O x;l 22 (Up NUp) = (U, N U
na nb n
b) s (2472 = Za,p).

1

Esto nos dice que x,, o z,;" = >1g2, que junto con m # 0 nos da k = oc.

Pregunta: Construir al menos otra carta que se encuentre en la extensiéon maxima
de A y demostrar que lo hace.

Solucion: hay muchas, pero podriamos tomar el mapa z : Us — IAJE C R?; (a,b) — (a,b),
es decir, es el mapa identidad restringido a Us. Esta claro que este mapa seré compatible C*°
con cualquier carta solapada y por eso se encuentra en el atlas.
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26.4.3 Analisis Multi-Dimensional Pregrado

a2 N
Nota del traductor: recordemos la acepcion de la palabra "undergraduate": nivel de
estudios de los primeros cursos de grado

Pregunta: Hay una pregunta sobre el calculo de las derivadas parciales. No la in-
cluimos aqui porque es bastante sencilla.

26.4.4 Diferenciabilidad En Una Variedad

é N
Pregunta: Hay una pregunta sobre como dibujar un diagrama para mostrar un mon-
ton de espacios y mapas diferentes. Llevara un tiempo dibujarlo en Tikz y hay muchos
ejemplos en los propios apuntes, asi que no lo hemos incluido aqui. A esto le sigue el
célculo de una derivada de un mapa, vale la pena ver este ejercicio, asi que por favor
el video.

26.5 Espacios Tangentes

26.5.1 Uso Virtuoso Del Simbolo (621-)23

f N

Pregunta: mostrar que, para las cartas solapadas (U, z) y (V,y), se tiene

ox® 8y7m _ g0
oy™ ) ,\ 0P p_ b

para cualquier p e UNV.

Solucién: Tenemos

i = (;’b) (%)

_8b(x ox” )(l‘(p)

:8b(ﬂj o(y~ oy) T )(m(p))

:c’)b((:c oy 1)o(y - ))( (p))
(p)

= Op(y" o) (x p(; Om (2“0 y™) (y(p))
(59 (&),

donde hemos insertado la identidad, utilizado la asociatividad de la composicién de mapas, y
la regla de la cadena multidimensional junto con (y o m_l) (x(p)) = y(p).


https://www.youtube.com/watch?v=FXPdKxOq1KA&list=PLFeEvEPtX_0RQ1ys-7VIsKlBWz7RX-FaL&index=4
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Pregunta: Después de insertar y~! oy, donde y es otro mapa grafico ("chart map")

en el mismo dominio grafico U, en la posicién apropiada, en la definiciéon del lado

izquierdo de
( > ( > ) < . >
oz’ » ox’ » oy™ p’

utilizar la regla de la cadena multidimensional para demostrar que es igual al lado

derecho
\ J

Solucién: Esto sigue de manera similar a la pregunta anterior, por lo que no la escribire-
mos aqui.

Pregunta: Las tantas cantidades dim M definidas por el lado izquierdo de la expre-
sién anterior constituyen los componentes de un tensor? Si es asi, jcuél es la valencia
y el rango del tensor?

Solucién: la expresion anterior es claramente de la forma

oy™

T(2)i(p) = <ami)pT(y)m<p)7

que es la ley de transformacion para los componentes de un tensor- (0,1). Por tanto la
respuesta es "si" y la valencia es (0, 1) y el rango es 1.

26.5.2 Transformacién De Los Componentes De Un Vector

o Y

Sea el espacio topolégico (R?, Og.) equipado con el atlas A = {(R?, z), (R?,3)}, donde
x: (a,b) — (a,b) y y : (a,b) — (a,b+ a®).

Pregunta: Calcular los objetos (ng;)p!

Solucion: Tenemos (z oy~ ')((u,v)) = (u,v — u®), y asf el caculo directo nos da

Ox!
<8yl>p = 01(z' oy (yp) =1,

dénde hemos utilizado 0y (:L"Oy_l) ((u, U)) =1, con independencia del valor que tome wu.
A continuacién tenemos,

Ox?
(8311) =1 (z2 0y ) (y(p)) = A1 (2® oy~ V) ((a, b+ a*)) = —3d?,

donde hemos utilizado 92 (z* o y~1) ((u,v)) = —2u? junto con p = (a,b).
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8m1> <83}2>
-] =0, ¥ o5 =1
(392 » 9y* ),

(Reformulado ligeramente para ahorrar en la escritura) Recordemos que las compo-
nentes de la velocidad de una curva 7y en una carta (U, z) en el punto p = (o) vienen
dadas por

Calculos similares dan

Y2(M0) = (2 07)"(Mo)-

Ahora consideremos la curva
7:R—=R% A= (A —N).

Pregunta: Calcular los componentes % (o) y 4 (Ao)!

. S
Solucién: Tenemos (z07)(A) = (A, =A) y (yoy)(A\) = (A, =X+ A3), por lo tanto tenemos
J2(Xo) = (z07)"(h) = 1,
92(Xo) = (z07)"(ho) = ~1,
Yo (Ao) = (yoy)"(Xo) =1,
Y2 (M) = (z07) (M) = =14 3X3

Preguntan: Teniendo presentes los resultados anteriores, cémo podriamos haber
obtenido los componentes de ¥; (o) a partir de 7, (Ao)?

Solucién: La respuesta es claramente utilizar la propiedad de transformacion

3100 = () 500

Es decir, tenemos

Oxt Oxt
1 1 .2
Jz(Xo) = () 3, (Xo) + <> ¥, (Xo)
8y1 » Yy 83/2 » Yy
=1-140-(=14+3X)*
=1,

Oz Oz
) .1 )
%M@z()v@@+<>7@@
8y1 » Yy 8y2 » Yy
=3\ 14+ 1-(=1+3)\3)
=-1.

26.5.3 El Gradiente
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Dada una funciéon f en una variedad M, los conjuntos de niveles de f para una
constante ¢ € R se definen como

Ne(f) :={pe M| f(p) = c}.

Pregunta: jFormular la condicién para que una curva v : R — M tome valores
unicamente en uno de los conjuntos de niveles de una funcién f!

S

Solucién: Claramente queremos que (f oy)(A) = ¢ para toda A € R. Podemos formularlo
como f o~y siendo equivalente a la funciéon constante, que simplemente obedece a la propiedad

anterior.

Pregunta: Demostrar ahora que el gradiente de la funcion aniquila el vector velocidad
vyp Para cualquier v a través de p en N.(f). En otras palabras, demostrar que

(df)p(vq,p) = 0.

Solucién: Tenemos

(df )p(vyp) == vy p(f) = (f o ’Y)/O\O) =0,

ya que la derivada de una constante desaparece.

26.5.4 ;jExiste Una Suma De Curvas Bien Definida?

s

Sea la variedad topologica (R%, Og.) equipada con el atlas A = {(R?,z), (R?,y)} donde
z: (a,b) — (a,b) y y: (a,b) — (a,b-e).

Pregunta: Es A un atlas- C*°?7

Solucién: Necesitamos construir los mapas de transiciéon de cartas

(zoy H(u,v) = x((u,v . 67“)) = (u,v-e %)
(yo x_l)(u, v) = y((u,v)) = (u,v-e").

Ambos son infinitamente diferenciables de forma continua, por lo que la respuesta es "si".

-

Pregunta: En la R? anterior, considerar dos curvas 7,6 : R — R? dadas por
viA—= (A1), y d: A= (1,)0).

Sin referirse a ninguna carta, ;jpueden dar la suma v + § de estas curvas?




SESION 26. TUTORIALES 185

Solucién: La respuesta es "no" porque nuestra variedad es justo el conjunto R? (con
una topologia) y por lo tanto no lleva ninguna estructura de espacio vectorial por lo que no
podemos hablar de la adicién en R? .

Pregunta:Calcular los representantes de ambas curvas con respecto a las dos cartas.
Tlustrar los resultados. ;Dénde se cruzan las curvas en las cartas?

Solucién: Consideremos primero la carta z. Tenemos

(oy)(N)=(A1), vy (zod)(A)=(LA).

En la carta y tenemos

(YoM =M\eY), vy (yodA)=(LA-e)

las ilustraciones son las siguientes

: ]

Los puntos de interseccion son (1,1) en la carta x y (1,e) en la carta y. Ambos correspon-
den a A = 1, lo que debe ser a partir de la definicién de las curvas.

é Yy
(Reformulado para ahorrar en la escritura) Pregunta: Utilizar la férmula de las
sesiones

o, :R—=U; A+ $_1(($O’7)(>\+)\0) + (0 8)(A+ A1) — (o) (M),

donde y(XAg) = (A1), para hallar la suma v + 0. Hacer también el calculo para oy(\).

Solucién:Utilizando la pregunta anterior, el calculo directo da: para la cartax
oe(N) =2 (A+1,1) + (LA +1) = (1,1))
=z A+ 1,A+1)
=A+1LA+1).

El célculo en la carta y da
oy(N) = A+ 1,1+ X-e?).
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Pregunta: Mostrar que — a pesar de los resultados anteriores — la velocidad de o, y
la velocidad o, son iguales en el punto de interseccion.

Solucién: El punto de interseccion es (1,1) en x y por eso se requiere que A = 0. Usando
esto, tenemos
.1 .9
ya que ambos son justamente la derivada con respecto a A de A + 1.
En la carta y tenemos (nodtese que utilizamos la carta x para encontrar estos componentes

con el fin de compararlos con los anteriores)

Tenemos por tanto
(0 P
Pon) = Ooge Gt )| T O\ i ), T Powitdy

26.6 Campos

26.6.1 Campos Vectoriales Para Profesionales

f N
Pregunta: Sea (U,z) una carta suave en una variedad suave (M, O, A). Explicar
por qué el mapa

0
ozt

U —=>TU;, p— ( 8.)
oxt »

es un campo vectorial en U.
~ S

Solucién: Tenemos que comprobar que se trata de una seccién. Es decir 7 o % = 1.

Esto es claramente verdadero ya que 7 : T, M — M esta definido como

T 0 >
\ozt ), b

Ahora tenemos que comprobar si esta seccidon es suave. Si marcamos el mapa grafico en TU
como &, es decir, tenemos que comprobar que

3}
§xo%ox_1:x(U) — &(TU)

es suave. Recordando la definiciéon de &, y utilizando el hecho de que la tinica componente

8?& es la entrada i*", tenemos

(e

donde el 1 aparece en la (d + i)®™2 entrada. Esto es claramente suave (con respecto a las

topologias estandar en R? y R2d), y por eso 8?;1' es un campo vectorial en U.

no evanescente de

8axi ox1> (al, ...,ad) = (al,...,ad,O, ey 1,0, 0),
(
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26.6.2 El Haz Cotangente T*M 5 M

é Y

Consideramos el espacio total haz cotangente T* M como la unién disjunta

T"M:= | Tym
pPEM

de todos los espacios cotangentes y definimos el mapa de proyecciéon del haz

m:T"M— M
w + el tnico p con w € Ty M.

Pregunta: Mostrar que
Op+pm := {preim(U) |U € O}

define una topologia en T M.

. S

Solucién: Comprobamos las tres condiciones de una topologfa en el orden indicado en la
definicion.

(i) Tenemos
preim_ (0) = 0, y  preim (M) =T"M,

y entonces 0, T* M € Opspq.

(ii) Esto se deduce de las propiedades de la preimagen, a saber

preim (U N'V) = preim (U) N preim ¢(V').
(iii) Esto se deduce de otra propiedad de la preimagen, a saber

U preim (U;) = preimg ( U UZ-) .

El resto de este tutorial consiste basicamente en los mismos calculos que los de la
conferencia. Especificamente encontrar los componentes de £}, su inversa y mostrar
que los mapas de transicién cartas son suaves.
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26.7 Conexiones

26.7.1 Reglas Practicas sobre Cémo Acttia V

a N
Pregunta: ;Cual es el resultado de las siguientes aplicaciones de una derivada co-
variante libre de torsion?

e Hay algunos otros en el video, pero estan bésicamente cubiertos en las confer-
encias, asi que no los repetiremos aqui.

L] (V[mA)n},

o (Vinw)

nr]’

Solucién: Tenemos

(Vi) = 5] (VnA), ~ (Vad), |

= %(An,m - FrnmAr - Am,n + FrmnAT)
= A + T fun)

1
= = Fin,

2

donde hemos utilizado el hecho de que V es libre de torsion y por eso ', = 0.
A continuacion, tenemos

(V) = 57 [ (F9) 1 = (Von) 1 (V02) = (F30) 1, + (V). = (V). ]

Si ampliamos esto veremos que las I's se cancelan todas, por ejemplo

_ s s s s
(vmw) - (vnw) = wnrm — I nmWsr — I rmwns — Wmrn + T mnwsr + T rnwms

nr mnr

= Wnrom — Wmrp + 2F8[mn]wsr + 2rsr[nwm]8

— s
= Wnrm — Wmrn T 21 rinWmjss

v las otras I' se cancelardn con otra expansiéon de términos. Por tanto nos queda

(V[mw) nr] = w["”"vm] :

26.7.2 Coeficientes de Conexion

Hay una pregunta sobre la declaracién de las leyes de transformacion de cartas de
las I's y la declaracién de qué clase de transformaciones hacen que las I's parezcan
tensores. Hemos discutido esto en las notas ya, pero este cuadro es sélo para recordar
a los lectores volver a leer Observacion 7.3.1 ya que es un punto importante que a
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menudo se pasa por alto.

Pregunta: Sea (M, 0, A,V) el plano liso. Consideremos dos cartas que cubren
ambas el semiplano superior, es decir, todos los puntos (a,b) € R? con b > 0, una
representando las coordenadas cartesianas conocidas y la otra las coordenadas polares
conocidas en él.

Ya sabemos que el mapa de transicion de coordenadas cartesianas a polares viene dado

por
-1 [ Sa2 L2 a

ox “(a,b) = a® + b*, arccos | —— | |,

Y (@?) ( <\/a2+bg>>

mientras que el mapa de transiciéon inverso de polares a cartesianas viene dado por
zoy L(r,) = (r cos @, rsin p), parar € RT y ¢ € (0, ).

Partiendo de la suposicion de que las funciones de los coeficientes de conexién desa-
parecen en la carta cartesiana, calcular las funciones de los coeficientes de conexién

Fa

(y)be CO respecto a la carta en polares!

Solucién: Recordemos que la ley de transformacion es

a oy 0%k oy 0x" 9™ ;.
1—‘( Yoc — + (z)mn-
Y Oxk Oyboyc  dxk dyb Oy

Suponemos que F‘(lx)sp = 0, y por lo tanto sélo tenemos que encontrar el primer término.

ox¥ k1 cosy —rsing F
(ayc>y1(r’w) = 8c(x oy )(T7 SO) - <Sing0 ’I“COSQO) C'

Ahora, utilizando la primera pregunta del tutorial de espacios tangentes anterior, tenemos
=] =
Ox » oy°

: k

_ 1 (rcosp rsing

or (Singo cosgp) u

- cos sin ¢ F

T \—lsing Lcosy o

donde hemos utilizado el hecho de que el determinante de la primera matriz es r. También

Tenemos
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podemos calcular

9%zt
=0
<ay18y1 > Yy 1(T750)
9%zt .
= —sin
<6y28y1>y L) 7
9%t .
= —sin
9%t
= —7rcCos
<8y26y2 > y=L(re) ’
a2x2
=0
<8ylay1 ) y_l(T‘,QD)
(o)
= Cos
ay28y1 Yy (7‘,30)

0?22
<8y28y2> o = —rsinp.
y~ (e
A continuacién, sbélo tenemos que elegir las expresiones pertinentes para encontrar las
I'? |, s. Por ejemplo
(y)be

I‘\l :aiyl 82.%'1 +87yl 621'2 0
W™ g1 gyloy! 922 dyloy! ’

pro o O Ol oyt et
(122 7 gl 020y | 02 9y20y2
= cos p(—r cos @) + sin p(—7rsin p)
= —r(cos® ¢ + sin? p)

= —7.

26.8 Transporte Paralelo Y Curvatura

26.8.1 Donde Aparecen Los Coeficientes De Conexion

Pregunta: Determinar los coeficientes del tensor de Riemann respecto a una carta
(U, z) en términos de las funciones de los coeficientes de conexion.

Soluciéon: Recordemos la definicion
Riem(w, 2, X,Y) i=w: (VxVyZ = VyVxZ = Vixy|Z).

Ya hemos visto! que Riem es lineal- C* en todas sus entradas y, por lo tanto, s6lo podemos
considerar los elementos de la base. Es decir, podemos establecer (utilizando la notacion

10 mas correctamente, lo han mostrado como un ejercicio en la sesién 8.
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w = da', Z = 0; X = 0, y Y = 0.
Por tanto tenemos
Riem(da', 8,0k, ) = da’  (ViVnd; = ViV = Vo, 0,10 )
= da' [V (Tyym0r) = Vin (D) |
= o+ [ + iy ayeks = Dioginr = Uiyl oy

Riem®jkm = Tgyjm ik = Tiayjrm T Lla)

zx)rm‘

Tiyrk = Dl

jm

Podemos ver la antisimetria en las dos tltimas entradas inmediatamente deducido de lo an-
terior. Es decir Riem’jz,,, = —Riem" .

[ Pregunta: ;Tiene curvatura una variedad unidimensional con conexiéon? ;Por qué? ]

Solucién: No, ya que si es unidimensional s6lo tenemos una I', concretamente I'!yq, y si
ponemos esto en la definicién anterior, la tnica componente Riem' 1; desaparece totalmente
y por tanto no hay curvatura.

Desde el punto de vista geométrico, esto tiene sentido si pensamos en incrustar la variedad
unidimensional en un espacio de mayor dimensién. Siempre podemos "tirar" de la variedad
unidimensional en linea recta y demostrar asi que no tiene curvatura intrinseca.

26.8.2 La Esfera Redonda

Hay una pregunta sobre cémo encontrar los componentes de Riem para unas I's dadas.
No voy a escribirlo aqui para ahorrarme tiempo, pero recomiendo al menos ver el video
(disponible aqui, por alguna razon este video no esta en YouTube) para un célculo
trabajado.

26.8.3 Como No definir El Transporte Paralelo

a Y

Pregunta: Hanschen define dos vectores X € T,M e Y € T, M como paralelos si
i _ i
X =Y

con respecto a una carta (U, z) cuyo dominio U contiene tanto p como gq.
Demostrar que este concepto de paralelismo esta mal definido!

Solucién: Considerar la transformacion a otra carta con el mismo dominio (U, y),

| 8?/) ' <8yi> ‘ <8yi> <8$j> k
XZ = : XJ = - Y'j = - Y, )
2 (390” p @ Oz ), @) 0z ) \oy* ), ()
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pero dado que p # ¢ no podemos, en general, utilizar
(30), (o), =
. = =94
oxJ » oy q

X 7 Yo

y por eso

A continuacién, hay un diagrama que muestra como la definicién anterior de par-
alelismo falla para los vectores paralelos (como se define en la sesion) alrededor de un
circulo, cuando se considera en la carta cartesiana y la carta polar.

Para ahorrarme tiempo no he dibujado los diagramas aqui, pero si no pueden imaginar
las imagenes en tu cabeza, jvuelvan a ver el video!

26.11 Variedades Métricas

26.11.1 Reconocer & Tratar Con Diferentes Firmas

a N
Pregunta: (reformulada) Enunciar las posibles firmas de una métrica g para el sigu-
iente conjunto de vectores g-nulos:

(i) Un cono a través del origen,

(ii) Un punto en el,
(iii) Una linea recta a través del origen, y
(iv) Un plano a través del origen,

donde el origen es el origen del espacio vectorial, es decir, el punto p € M al que
somos tangentes.

v

Solucién: Sin pérdida de generalidad, supongamos que el espacio vectorial es tridimen-
sional e introduzcamos una base {e1, e, e3}.Las ecuaciones relevantes que dan las superficies
correctas son

(i) g(X,X) = —(X1)?2 + (X?)? + (X3)? = 0, tenemos por tanto (—,+,+), o de forma
equivalente (4, —, —).

(ii) g(X,X) = 0 tnicamente para el vector cero, y por eso necesitamos (+, +, +) or (—, —, —).

Y

(iii) Del caso anterior, s6lo necesitamos que una de las las entradas sea 0, es decir (0,4, +)/(0, —, —),
ya que entonces todos los vectores con un solo componente e! son nulos.

(iv) Extendiendo el caso anterior, tenemos (0,0, +)/(0,0—).
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26.11.2 Conexion Levi-Civita

4 N

Pregunta: Expandir en términos de funciones de coeficiente de conexiéon
() (Vag),,
(i) (Vo9),,:
(ili) (Veg) -

v

Solucién: So6lo hacemos el primero, ya que los otros dos se obtienen simplemente reeti-
quetando los indices. Tenemos

(vag) be — Ybca — Fmbagmc - chagbm'

Pregunta: Sumando y/o restando (i), (ii) y (iii) de forma inteligente, obtenemos

1

1—Vlbc = 5 (g—l)flm (gmc,b + Gmb,c — gbc,m)

y concluir que Vg =0y T = 0 (torsién) determinan de forma tnica las funciones de
coeficiente de conexién en términos de la métrica.

Soluciéon: Consideremos (i)-+(ii)-(iii),
Gbc,a — Fmbagmc - chagbm + Jea,h — chbgma - Fmabgcm — Yab,c + 1—\macgmb + IWnbcgam-

Ahora bien, si consideramos una conexién compatible con la métrica y una torsion que de-
saparece, tenemos que lo anterior desaparece (ya que cada uno de los puntos (i), (ii) y (iii)
desaparecen por si mismos) y que las I's son simétricas en los dos indices inferiores. Utilizando
también el hecho de que la métrica es simétrica, tenemos
m
0= ve,a + Gacp — Gabe — 2" paGme,
lo cual después de reorganizarlo gmeg~ 1) = 67, tenemos

1

I‘nba = 5 (gil)cn (gbc,a + Gac,h — gab,c)a
lo cual, re-etiquetando n — a — ¢ — m da
1, _
[ = 5 (g l)ma (gbm,c + Gem,b — gcb,m)

que es el resultado (cuando se usan las simetrias). Asi pues, vemos que las funciones de
coeficiente de conexién estan determinadas de forma tnica por las componentes métricas
dadas las condiciones anteriores.

26.11.3 Manejando La Funciéon Longitud
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Pregunta: Sea v : (0,1) — M una curva suave en una variedad suave(M, O, A).
Consideremos ahora una segunda curva 7 : (0,1) — M definida por

) =7(e(V),

donde o : (0,1) — (0,1) es una funcion suave biyectiva creciente.
Demostrar que la longitud de ambas curvas es la misma:

Solucioén: Utilizando

LO = \o(vyvy), vy )= (" en) (),

e introduciendo la notacién

tenemos

1= [ nfator,vs)
b

1 o
_ /O g (FN) 30 -5 ()
1

= /0 d/\\/gab(’y(X)) (z%0y00)(N) - (xboyoa)(N)

1 ~ ~
= /0 d/\\/gab(’Y()‘)) (@0 ) (A) - 6(A) - (2P o)/ (A) - 6(N)

donde hemos usado la regla de la cadena, siendo el resultado dX\ = Gd.

Pregunta: Demostrar que las ecuaciones de Euler-Lagrange para un lagrangiano 7T
tienen precisamente las mismas soluciones que las ecuaciones de Euler-Lagrange para
el lagrangiano £ := /T, si de este tltimo sélo se seleccionan aquellas soluciones que
satisfacen la condicién 7 = 1 en su parametrizacion.

Solucién: Marquemos las variables canénicas en t y ¢, entonces las ecuaciones Euler-

dfocy oL _,
dt\dq") 9

Lagrange para L rezan asi
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Sustituyendo en £ := /T, y utilizando el supuesto de que sélo consideramos las soluciones
donde 7 =1, y por lo tanto esta es una constante con respecto a t, tenemos

0 d<aﬁ>_aﬁ

T dt\ 9ge dq®
_d <1aT> _ 1 or
dt\2yT 0¢*) 2T 9¢°

L [a(my o
o7 Ldt\9¢@) ~ 9]
lo cual simplificando 1/2v/T nos da la respuesta.

26.11.4 Una Forma Practica De Determinar Rapidamente Los Simbolos De
Christoffel

a2 N
Pregunta: Deducir la ecuacion geodésica para la esfera redonda bidimensional de
radio R, cuya métrica en una carta (U, x) viene dada por

2
Gadb (xil(zx ¢)) = <}; R2 S(i)nz 19)

mediante una adecuada ecuaciéon Euler-Lagrange. Para aligerar la notacién, podemos
definir
dA) = (o)), ¥y (N = (=" on)(N).

. v

Solucion: Tenemos L[] := /g(vy,v), pero la pregunta anterior nos mostr6é que pode-
mos considerar en cambio T := g(vy,vy) = Gab’y*y® ni nos restringimos en la parametrizacion
a T = 1. Para nuestros componentes métricos, tenemos

T =R2-9(\) - 9(N) + R2sin20 - p(A) - d(N).

Insertando esto en nuestras ecuaciones Euler-Lagrange, tenemos

d(”) 0T _9R2(i()) — sind cosd - (V)

d\gy) 90
d (0T oT 2. . ; g i
d)\(@d)) ~ 9 = 2R*sind(sind - p(\) + 2cos ¥ - ¥ - §)

que se simplifica en

J(N) —sind cos V- p*(A) = 0
b+2cot-J-d=0.

Estas son las ecuaciones geodésicas para nuestra esfera redonda de radio R.
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Pregunta: Leer las funciones de coeficientes de conexién inducidas por la métrica
para la esfera redonda.

Solucién: Comparando el resultado anterior con la ecuacién geodésica para los coefi-
cientes de conexioén inducidos por la métrica,

§* 4+ D%,
vemos de inmediato que
I‘122 = —sin v cos 1, y I‘212 = I‘221 = cot ¥,

con el resto de I's desapareciendo. Noétese que en la segunda expresiéon no hay 2 ya que lo
distribuimos entre I'?15 y I'%;.

26.11.5 Propiedades Del Tensor de Riemann-Christoffel

4 N
Pregunta: Demostrar que los campos de base inducidos por cartas actiian sobre las
funciones de coeficientes como

0 ,1ab__ —_1\ar ,1b38
5e )T =—(7)" (97) 509

Solucién: Utilizando (g~1)%gys = 62, tenemos

8 a
0= 50

= aic (7))
= <8ic (g_l)ab> gbs + (g_l)ab (82_091;5)
0

) @) o ()

lo cual, después de reetiquetar y reordenar nos da el resultado.

é N
Pregunta: Utilizar las coordenadas normales para encontrar una expresiéon para el
tensor de Riemann-Christoffel

k
Ropcd = gak R ped

en un punto dado p en términos de g, v sus derivadas de primer y segundo orden en
ese mismo punto.

. S

Solucién: Esto es s6lo un largo calculo que implica la regla del producto y el uso del
hecho de que en coordenadas normales todos los I's desaparecen. El célculo completo se da
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en el video. El resultado es

1
Rabcd = 5 (gad,bc — Gbd,ac + Jac,bd — gbc,ad)a
donde )
L 0 YJab
Gab,cd = 8:6083361'
[ Pregunta: Mostrar — en coordenadas normales — que Rgped = — Rpacd- ]

Solucién: Intercambiando los indices a <> b en el resultado del ejercicio anterior tenemos

1 1
Rbacd = 5 (gbd,ac — Yad,bc + Gbc,ad — gac,bd) = _5 (gad,bc — Gbd,ac + Yac,bd — gbc,ad) = _Rabcd-

[ Pregunta: de forma similar, mostrar que Rypcq = Redab- ]

Solucién: De nuevo, intercambiar los indices y se obtiene el resultado.

[ Pregunta: Mostrar que R,[.q) = 0 para el tensor de Riemann-Christoffel. ]

Solucién: Tenemos

1
Ra[bcd] = (Rabcd — Rapde + Racdy — Racbd + Radbe — Radcb) .

3!
Entonces, utilizando las dos preguntas anteriores, también tenemos
Rabcd = Rcdab = _Rdcab = _Rabdc-
Siguiendo esto con los otros arreglos de indices, obtenemos

1
Ra[bcd} = g (Rabcd + Racdn + Radbc) .

Si a continuacion introducimos la expansion en términos de gq, y sus derivadas, podemos
demostrar que todo se cancela y obtenemos el resultado.

26.12 Simetria

26.12.1 Retroceso y Avance
(Pull-Back y Push-Forward)

en adelante usaremos indistintamente los términos pull-back y push-forward en inglés
o espanol




SESION 26. TUTORIALES 198

Pregunta: Consideremos un mapa suave ¢ : M — N entre dos variedades diferen-
ciales. Mostrar que una funcion f € C*°(N), el retroceso del gradiente de f es igual
al gradiente del retroceso de f, es decir,

¢ (df) = d(¢"f)-

Solucién: Por definicién, tenemos

(0 X)(f) = X(f o),
para X € T M, dando

¢*(df) : X ==df : $(X)
= 0. X(f)
=X(fo9)
=d(fog): X
=:d(¢"f) : X,

que se mantiene para X arbitrario y, por tanto, demuestra el resultado.

a2 )
Pregunta: El avance ¢, : TM — TN es un mapa lineal entre haces tangentes
("tangent bundles"). Calcular sus funciones componentes

0
Pl = dy” : s <3$b>

con respecto a las cartas (U C M,z)y (V C N, y)!

Solucién: Si consideraramos un vector general y un gradiente, tendriamos

3(3‘;@)

o :6.X = 6.X(f) = X(f00) = X'(

Ahora tenemos

ofod)\ _ -
( Ozt >p._ai(f0¢0$ 1)’90(1))

= 8z-(foy*1 oyogbox*l)‘z(p)
= a] (f ° y_l) ‘(yod)om*lox)(p) ) 81 (yz ° ¢ ° m_l) }z(

p)
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donde ¢ := ¢(p) € N. Ahora hacemos f = y* y X = -2, dando

oxb?

6.8(p) = (gz) (W)
- (%532)

Pregunta: Mostrar que las funciones componentes del pull back ¢*g del campo ten-
sorial métrico se obtienen a partir de las funciones componentes de g mediante

(¢*9)an(p) = (a(yalf)m>p <8(%Zf)n>p9mn(¢(p))-

Solucién: Teniendo en cuenta la definicion de la métrica inducida, tenemos

(D)X, Y) = 9(6.X,6,Y)
= gab(¢*X)a(¢*Y)b
= gap(dy® : ¢ X) (dy” : ¢.Y).

Entonces si usamos gqp = g( aga , %) junto con los resultados del ejercicio anterior, obtenemos

@ u0) = gm0 a7 0. (22 ) | ) | 6. (35 )| )

- (P (228) o).

26.12.2 Derivada Lie—La Forma Pedestre

4 N
Pregunta: Consideremos la incrustacion suave ¢ : S? — R3 de (S2%,0,A4) en
(R3,04,B), la cual para la carta familiar (U,x) € Ay (R%y = 1lgs) € B viene
dada por

yoroxt: (¥, p) — (acospsind,bsinpsind, ccos?),

donde a,b y ¢ son numeros reales positivos. Qué se puede decir sobre la forma de
1(S%)?

. v

Soluciéon: Nada, ya que para hablar de forma se necesita una derivada covariante o una
métrica, y no tenemos ninguna de las dos. Supongo que se podria decir que es alguna forma
bidimensional cerrada y compacta, pero no se podria especificar cuél, es decir, si es una esfera
redonda o un elipsoide o una patata.
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Pregunta: Supongamos ahora que (R3, O, B) estd dotado ademas de la métrica
euclidiana g, cuyos componentes con respecto a la carta (R?,%) son dados por

o = O

1 0
gar(p) = | 0 0 para cualquierp € U.
0 1

Escribir las funciones de los componentes de g°iPs°lde .= ;*g con respecto a la carta
(U, x)!

Solucién: Utilizando el resultado de las preguntas anteriores, tenemos que hallar

Oyo)™N\ _ 5 m -1
(B457) s

Utilizando la definicién dada, tenemos

1 )"
<8(Zgolb)) = a cos p cos 1, <6 %O; ) = —asinpsind
v P v P

2 )2
<8(gof)) = bsin y cos 1, ( go; > = bcos psin
v P r P

Ayor)®\ ) Ay o)’
<6:[j1 , = —CSiln ’19, 81’2

P
Se insertan entonces los términos relevantes, dando
13 id . .
95170 = a? cos® p cos? ¥ + b% sin? p cos? ¥ 4 ¢? sin? O
1i id . . .
959720 = a® sin? psin® 9 + b% cos? psin? ¥,
elipsoide __ ehpsmde
912 =0=
4 N

Pregunta: Por conveniencia, designamos por (¥¢,¢) las funciones coordenadas
(2!, 22). Comprobar que los campos vectoriales

X1 (p) = — sin p(p) (66;9),, — cot9(p) cos ¢(p) <;p>p
Xo(p) = cosp(p) <£9>p — celh (e <5890>p

Xs(p) = (520)1;

constituyen un subdlgebra de Lie de (I'T'S?,[-,"]) y determinar las constantes de es-
tructural
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Soluciéon: Sea f € C°°(M) una funciéon arbitraria.Tenemos que considerar la accion de
las expresiones del corchete de Lie sobre f, e.g. [X1, X2|(f). Usamos el ingenioso truco de
que en esta expansion sélo quedaran los términos en los que una derivada actiie sobre un
término de las X. Es decir, cualquier término que sea derivada de segundo orden de f se
desvanecera porque aparecerd tanto en X1(Xo(f)) como en Xo(X1(f)) que el orden cambio,
pero la derivada parcial conmuta y asi estos términos se cancelan.

Entonces tenemos (dejando de lado los ps por razones de notacion)

(X1, Xo)(f) == X1 {X2(f)) — Xo{ X1(f))

. of . of
_ | 2 2 2 2 g5
= [( cosec“d sin” ¢ + cot” ¥ cos gp) <8<p> +cotﬁcos¢51n¢(aﬁ>]

. of . of
_ 2 2 ant2 2 'l
{(cosec ¥ cos” ¢ — cot” Isin” @) <3<P) + cot'ﬁsmgocoscp(aﬁ)]
= ((cot® ¥ — cosec®?)) <8f>

— ()@ ”
I

= —X3(f)
= [Xo, Xi] = X3,

donde en la ultima linea hemos utilizado la antisimetria del corchete de Lie.
A continuacion tenemos

0, X60(1) =0 | —eose (55 ) +eorisin(5)

= Xo(f)
— [X17X3] = X27

[X3, Xo] = [—singp(%) —cotﬁcosg)(giﬂ -0

= X1(f)
- [X3, XQ] = X;.

Por lo tanto vemos que { X7, X9, X3} estan encerradas dentro del corchete de Lie, y por tanto
forman un subalgebra de Lie. Las constantes de estructura son

C3y1 = C?*3 = Clyp =1,

y las otras constantes de estructura no relacionadas (es decir, no C319 = —C3y, etc.) desa-
parecen.

Notese que los resultados nos dicen que { X7, Xo2, X3} es un algebra de rotaciéon tridimen-
sional, como se define en la conferencia. Por lo tanto, esperamos que sea una simetria de S?,
lo que mostramos explicitamente a continuacién para Xs.



SESION 26. TUTORIALES 202

Pregunta: Calcular la curva integral de X3 en el punto p = 2~ (dg, o), es decir, la
curva v, que satisface

wWO0) =p, ¥ e = (X3)ym

en la carta (U, z)!

Solucioén: Utilizando

= (X i 0 [0
Y19 (V) = 3)’Yp()‘) — Tp() Ot Tp(A) - % ’Ypo\)’
tenemos
N = (@ o) M =0,y )= (o) () =1,
de lo cual

) =a, v elnp)=A+b
para las constantes a y b. De la pregunta vemos que a = ¥g y b = g. Por lo que tenemos
Pyp(x) ()\) = (1907 A + @0)7

que cumple
(0) = 7 (1) (0)) = 7' (Yo, po) = p-

Pregunta: Las curvas integrales 7, dan lugar a una familia de mapas suaves de un
parametro hi(:” : 52 — S2. Calcular el pull-back

*
X elipsoide
(132) g

de la métrica en S2. Qué se puede concluir sobre la derivada de Lie £x,gelPside?

Solucién: El flujo es
hf‘”’ (D= p(A),
por lo que tenemos
(xm o h§3 o m_1> L (0, 0) =y (A,

y entonces
(50, ol omtres o
(a@c; ;§3>1)p =on(atonfroa)| =
(B5i ) —aomen)],, -0
(52 T) oo )|y =re
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Esto nos da
|: (hi(s) *gelipsoide] . (p) _ ﬁ%gillipsoide (’Yp(>\))
{(hi(s) *gelipsoide] » (p) — ()\ + <100)2g<2312ipsoide (’Yp()\))

y de nuevo los otros dos componentes desaparecen. Si entonces tomamos la transformaciéon

de coordenadas 1
9= —1, —
90 Yo Y T N o

lo cual podemos hacer, ya que ¥y, o > 0 (ya que los rangos de ¥ y ¢ son positivos), obtenemos

(fn‘ onces
X eli ide elipsoide
<h>\ 3) g hpSOId (p) gab (PYP(A)) b

s

o mas elegante
( hX3> * gelipsoide _ gelipsoide
)\ h— .

esto nos dice que X3 es una simetria de la métrica, y por eso Lx, gelipsoide — ().

26.13 Integracion

26.13.1 Integrales & Volumenes

Pregunta: calcular el volumen de la esfera redonda S? de radio R, es decir,

vol(S?%) = /SQ 1.

Solucién: Lo primero que debemos tener en cuenta es que "volumen" no significa aqui
lo que intuitivamente pensamos, es decir el 3-volumen euclidiano, sino que significa lo que
normalmente llamariamos el "4rea de la superficie". Esta distincion proviene de la métrica
que estamos utilizando, la métrica sobre S en si misma o la métrica euclidiana con una esfera
de radio R incrustada en ella. Una vez hecha esta distincién el céalculo es trivial, consideremos
el grafico con

(x!,2%) = (¥, ¢),entonces

_ R? 0 _ .
g(x)ab(x 1(197 (P)) = ( 0 R2 sin2 19) ) = g = det (g(x)ab) (.%' 1(197 ()0)) = R4 Sln2 Y

/1::/ d*z (/g1
S2 z(S2)

s 2m
—/ d(p/ dﬁ‘R2sin20‘
0 0

= 47 R?,

y asi
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que es lo que esperdbamos.

Técnicamente tenemos que incluir otra carta, ya que z(S?) perdera dos puntos antipodas y
una geodésica que los conecta, sin embargo esto no contribuiré en nada al volumen ya que, s6lo
considerarfamos esta linea (la particién de la unidad eliminando la region de solapamiento),
que no tiene "espesor" y por lo tanto no tiene volumen. Por ejemplo, si la linea que falta es
la linea de longitud que une los polos norte y sur, tendriamos

¥o ™
/ dcp/ dOR?*sin® = 0,
®o 0

donde g es el valor de ¢ a lo largo de la linea de longitud.

26.14 Espaciotiempo De Schwarzschild

26.14.1 Geodésicas En Un Espaciotiempo De Schwarzschild

a2 N
Se da la métrica de Schwarzschild y se nos dice que utilicemos la notacién de "mano
ligera"

t(A) = (2° 0 1)(N),

y de forma similar para 7(\), 8(\) y ¢(\), donde v : R — U es una cierta curva.
Pregunta: Escribir el Lagrangiano £ := g4

. I

Soluciéon: Utilizando la métrica dada en la pregunta (ver el video si no lo conocen)

tenemos L
2GM \ . 2GM\ .
L= (1— >t2— <1— ) i? — 1r20% — r?sin? 057,
r r
[ Pregunta: Encontrar la ecuacion de Euler-Lagrange con respecto a t(\)! ]

Solucién: Vemos de inmediato que

oL

i 0.
tenemos también
A (OF) _y(y  2GM Ny AGM G,
d\ot) r rz 7
que da la ecuacién de Euler-Lagrange
2GM .
t+ 7t =20
2 (1 _ 2GM)

Pregunta: Mostrar que la derivada de Lie de g con respecto al campo vectorial
K = % desparece. Qué significa esto?
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Solucién: tenemos
(Lx08)ab = Kelgan) + s s (D)™ + gy ()™ =0,
Do b
ya que los tres términos desaparecen. Esto nos dice que K; es una simetria de la métrica. En

efecto, el espaciotiempo de Schwarzschild es estacionario (e incluso estético), cuyas definiciones
se dan en la sesién 16. Veremos que esta simetria es la conservacion de la energia.

Pregunta: La forma exacta de la cantidad conservada viene dada por
(Kt)a(x®)'(N) =const. (sin demostracion). Deducir una expresion para la cantidad
t'(\) que aparece en el Lagrangiano!

Solucién: Usando (K3)q := gap(K3)?, tenemos

2GM
gab(Kt)b(xa)/()\) = goot'(\) = <1 - G >t'()\) = const.
r
Dejando que VE sea la constante, tenemos
E
roy = VE
r—2GM
f N

Pregunta: Por otra parte, podemos encontrar la llamada "simetria esférica", es decir,
la derivada de Lie de g con respecto a los campos vectoriales ya conocidos

X, = singo% + cot 0 cos cpai

X9 = cos 90869 — cot 0 sin cpaa(p

0

X3 = —
3 B

desaparece. ;Qué magnitud fisica es conservada por esta simetria?

Solucién: El momento angular.

Pregunta: Debido a X; y X2 (sin demostracion), se puede fijar el movimiento a un
plano de constante § = 7. ;Coémo se puede deducir una expresion para el término
restante ¢’ (\)?

Solucién: De las dos preguntas anteriores, tenemos
const. = gap X2 (2) (\) = g3z’ (\) = —r?sin’ 6’ (N),
entonces usando = 7 y etiquetando la constante .J, tenemos
J

<P/()\) = 2
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Pregunta: Utilizar todo el hecho de que £ = 1 en la parametrizaciéon. jInsertar los
resultados obtenidos anteriormente y llevar todos los términos que no contengan F a
un lado!

Solucién: En primer lugar, obsérvese que hemos sustituido los puntos por signos prima,
y también que €' = 0 ya que 6 es una constante. Tenemos por tanto

2GM E 1 J?
1=(1- — 2 — 2
< r )(1 2GM)2 1—QGM( ) rd’
— M -
que puede ser reorganizado asi
2GM  J?  2GMJ?
E:(T‘/)2+1— +72—73
r r r
[ Pregunta: ;Pueden interpretar los términos que aparecen en esta expresion? ]

Solucién: Si consideramos entonces una particula de masa m = 1, vemos que la férmula
anterior representa

e I es la energia total,

e ()2 es la energia cinética,

1 es la masa,

. —@ es el potencial gravitacional Newtoniano,

2 . .2
° ‘7{—2 es una contribucién del momento angular, y

2 , . ..
° —w% es un término de correcciéon de la RG.

26.14.2 Desplazamiento Al Rojo Gravitacional

4 N
Consideremos un espaciotiempo dotado de la métrica de Schwarzschild, asi como dos
observadores 1 y 2 en reposo en sus respectivos sistemas de referencia (7 = 0, 6 = 0,
¢ = 0). Los observadores sentados en los mismos 6 y ¢ siendo 71 < r3.

Pregunta: jDeducir una expresion para t'(\) usando el Lagrangiano del ejercicio
anterior!

Solucién: Usando 1 = £ = guy*4?, obtenemos

2G M\ ~/?
r ) '

t'(\) = <1 -



SESION 26. TUTORIALES 207

Pregunta: El observador 1 emite fotones que el observador 2 detecta. La distancia
entre las dos emisiones de fotones es A\;. Hallar el hueco AXy que ve el observador
2.

Solucién: Tenemos

2GM —-1/2
At1:<1— ¢ ) AN

1

—-1/2
Aty = <1 oM ) Ao,

T2

Entonces, utilizamos el hecho de que K; era un campo vectorial de Killing, v por lo tanto
el camino tomado por los dos fotones emitidos es el mismo, aparte de un desplazamiento
temporal constante.

t
' Aty
Atl /'
r1 T2 r

Como muestra el diagrama anterior, la condicién de Killing nos dice basicamente que
Aty = Ato, y asi obtenemos
2GM
2 AN

2GM
1

Pregunta: Consideremos la relaciéon de frecuencias % i Qué sucede para el obser-

vador 2 que esta aproximadamente en el infinito? ;Qué sucede cuando se envia r1 al
radio de Schwarzschild r; = 2GM?

Solucién: Podemos pensar que A\ es el periodo de tiempo (tiempo entre dos fotones
emitidos) y entonces la frecuencia (que es el reciproco del periodo de tiempo) es

2GM

T2
2GM
1

Dado que 71 < 73, lo anterior nos dice que ws < wi. En términos de longitud de onda, esto
es pu1 < p2 (hemos usado p para la longitud de onda ya que A ya se ha usado arriba), lo
que nos dice que la luz ha sido desplazada al rojo. Esto se ve también en la definicién de
desplazamiento al rojo, "

1

1+2z2=—,
)
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donde z > 0 es el desplazamiento al rojo y z < 0 es desplazamiento al azul.

Para ro — oo tenemos
w1 < 2GM) —1/2
21— .

w2 ™

Para ri — r, tenemos

@

w2
lo cual significa que w; — co. En términos de longitud de onda, esto indica uo — oo, y por
tanto la luz es desplazada infinitamente. Esto es la asi llamada superficie de desplazamiento
al rojo infinito.

Este resultado es en realidad engafioso, ya que s6lo se mantiene debido a la eleccion del
marco de referencia. Hemos tomado como tiempo de coordenadas el del marco de reposo
del agujero negro. Si utilizamos el reloj de un observador en caida para definir el tiempo de
coordenadas, este comportamiento de corrimiento al rojo infinito desaparece. He discutido

esto con mas detalle en las notas que he puesto en mi blog site.

26.15 Espaciotiempo Relativista, Materia Y Gravitaciéon

26.15.1 Ley de la fuerza de Lorentz

a N
Pregunta: Recordemos de la sesién que para una particula acoplada al potencial
electromagnético, tenemos

m(Vo,vy)" = gF%v,°,

Vi 1 i .
donde v, es la velocidad d una particula de masa m y carga

r mponer uacién en componen nr mar
Ahora descomponer "1 + 3" esta ecuacién en componentes con respecto al marco de
un observador.

Solucién: El observador (0, €) tiene un marco tal que

gleasen) =Mav, ¥ eo(N) = vs500)-

Entonces tenemos
m(Vo,vy)" = aF ey,

y por tanto

3
m(VvWUV)O = qFOOUW0 + Z qFOBv,yB
B=1

3
m(VUWUV)a = quo‘Ov,yO — ZqFaﬁvvﬁ.
B=1
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Pregunta: Usando las definiciones F, := F,o para el campo eléctrico y B% :=
%sap"F po Para el campo magnético 2 visto por un observador, llevar la parte derecha
de la ecuacion anterior a la forma familiar de la ley de la fuerza de Lorentz para una

particula de carga ¢ y velocidad espacial

e* v . : . .
V= < o 5>ea (a = 1,2, 3y atencion: el denominador fue olvidado en las sesiones|
eV : g

que el observador detecta para la particula.
Pista: (a X b)* = g®Fe,,,,aPb%, 193 =1 y €123 = 1.

Solucién: Establecemos
F* =m(Vo,vs5)" = qF%vs",

donde F es la fuerza de Lorentz, hasta algunos factores. Podemos dividir el lado derecho en
dos términos, uno para b = 0 y otro para b = 3. Para el primero observamos que

n*PEg = 0" Fgo = F%,
entonces, usando € : (vs) = vs°, el primer término es simplemente
qnaBEB (60 : ’U(;).

El segundo término necesita un poco méas de trabajo, pero empezamos usando la pista: uti-
lizando g% = n® en el marco de los observadores, tenemos

1
(v5 x B)* = 0,505 B? := ino‘“eupge"”Tv(;pFw.
Vemos que n** nos indica que p = « en el simbolo de Levi-Civita. Por definicién, los tnicos

términos en la derecha que no desaparecen, entonces, tienen p # o # a. Consideremos el caso
para a = 1 (los otros dos siguen analogamente)

1 1 1
1 312 321 2 213 231 3
e pee” T Fyrvs” = —e123(e7 2 Fla + €72 For)vs® + €132 (e*PFi3 + ' Fy1)vs

2 2
1 1
= 55123(8123}712 + (—5123)(—F12))U52 + 5(—5123)((—8123)F13 + 8123(—F13))U53

= Fiovs” + Fi3vs°,
en que hemos indicado dénde se han utilizado las antisimetrias de € y F, y también hemos

utilizado €123 = 1 = 23, Esto se generaliza a

1
577a“€upa€U"TFuTvap =07 F,gvs° = F*gu5",

donde observamos el hecho de que F,, = 0 debido a la antisimetria.
Asi que el segundo término de nuestra ecuaciéon de fuerza de Lorentz es simplemente

aFgvs” = q(vs x B)®,



SESION 26. TUTORIALES 210

dando
Fe = an‘BEﬁ(eo :vg) + q(vs ¥ B)a.

Finalmente, vemos que
1

(€9 : vs)

al igual que en todas partes en el calculo anterior obtendremos términos como

(7)5 X B)a = (v X B)a,

oY _(e”ivs) v

(0 :wvs)  (9:vs)

Esto nos da la forma que queremos en el lado derecho, es decir

1

@ ® = aly < B)”

26.15.2 ;Qué Curvatura Puede Aparecer En Las Ecuaciones De Einstein?

a N
En esta pregunta se pide demostrar que la identidad diferencial de Bianchi se mantiene
para el tensor de Riemann. Esto se entregd como un ejercicio en la sesion.

Si el lector no pudiera resolverlo, este enlace deberia ser tutil. Obsérvese que la notaciéon
es ligeramente diferente en el enlace, pero por supuesto la respuesta es la misma.
No he incluido este enlace en las notas para evitar la tentaciéon de buscar la respuesta.

Pregunta: La version anterior sin componentes puede escribirse de forma equivalente
como
w w w —
R zab;c +R zbc;a +R zcazb — 0.

Utilizando este resultado, demostrar que mediante las contracciones adecuadas se ob-
tiene

(VaG)?® = 0.

Solucién: Primero utilizar la antisimetria para
szab;c + szbc;a + szca;b = szab;c + szbc;a - szac;b'
Ahora, usamos el hecho de que V es compatible con la métrica y el resultado
gavng = 5?[}
para dar

gavng (szab;c + szbc;a + szca;b) = Razab;c + Razbc;a - Razac;b
= sz;c - ch;b + Razbc;a-


https://math.stackexchange.com/questions/1494262/direct-proof-of-the-second-bianchi-identity
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Entonces contraemos con gbz junto con los resultados R,%, = —R® e’ and R = g“bRab para
dar

gbz (sz;c - ch;b + Razbc;a) = R;c - Rbc;b - Rbabc;a
- R;c - Rbc;b - Rac;a
=R.— 2R’

Finalmente utilizando el hecho de que el tensor de Ricci es simétrico,? y contrayendo con ¢,
tenemos (después de reetiquetar)

1
(vaG)ab — Rab;a o <29abR> =0.

)

26.20 Cosmologia

26.20.1 Ecuacion de Killing

Pregunta: Mostrar que un campo vectorial K es Killing si, y solo si,

(VaK)b + (VbK)a = 0.

Solucién: Si han hecho el ejercicio en las notas para mostrar
9(VxK,Y) +g(X,VyK) =0,
esta pregunta se deduce trivialmente al establecer X =0, y Y = 0Op:
0= 9eb(VaK) + gac(VoK)® =: (VoK )y + (VK )a-

Si no hicieron ese ejercicio, vuelvan a hacerlo, pero también pueden ver el video para un
método que tenga en cuenta los componentes.
Este resultado es conocido como la ecuaciéon de Killing.

26.20.2 Edad Del Universo...

é R

El tensor energia-momento para un fluido perfecto es
T% := [p(t) + p(t)]uu” + g*p(t),

donde u® = (1,0,0,0)® son las funciones componentes de un campo vectorial suave y
gap son las de una métrica FRW con respecto a la carta coordenada (t, r, ¢, ¢) empleada
en las clases.

2Esencialmente mostramos este resultado en el tutorial 9 (mostramos Raped = —Rbacd)-
3Este resultado es obtenido a partir de Raped = Redab, poniendo entonces a = ¢ y subiendo el primer indice
de nuevo.


https://www.youtube.com/watch?v=HuQ79CWcDac&list=PLFeEvEPtX_0RQ1ys-7VIsKlBWz7RX-FaL&index=10
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Pregunta: Deducir la ecuacién de la conservaciéon

(0) = =32 (p(t) + p(0)

evaluando la condicién

(VaT) abub =0,

que se deduce de las ecuaciones de Einstein en virtud de la identidad diferencial de
Bianchi.

Solucién: Tenemos
(VaT)up = (VaT)™,
ya que up = (1,0,0,0),. Entonces usando 7% =0 y T% = p(t) tenemos
(VaT) "y = T 4 + T T 4 IO, T
= p(t) + T%ap(t) + T, 7.
Ahora usamos los resultados de la sesion,
a a .
Pa()a = Eég = 3&7 Foaﬁ = aa%ap,
y las otras I's desaparecen. Esto da

. a .
(vaT)abub = p(t) + 35/)(75) + aa”yaBTa'B'

Usando a continuacion T = p(t) y ¢®% = a%’yaﬂ obtenemos

. a a o
0= plt) +3=p(t) + =757 P (1),

lo que nos da el resultado.

a N
Pregunta: Para p(t) = wp(t), resolver la ecuacion de la conservacion anterior para p
y utilizar la ecuacién Friedmann con curvatura espacial evanescente

a\*  8rG
a - 3 P,

para deducir una ecuacién diferencial auténoma para a.

Solucién: Tenemos

o - —3%(1 L w)lt)
AL _ —3Z(ﬂ(1 +w)
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para una constante B = e, donde A es la constante de integracion. Si introducimos esto en

la expresion dada en la pregunta tenemos

@\*_87GB 44
a 3 ’

que es una ecuacion diferencial auténoma para a.

7~

Pregunta: Mostrar que
a(t) =C -t, C = const

resuelve la ecuacion diferencial auténoma para el factor de escala a si w # 1 y una
seleccion adecuada de a.

Solucion: Por calculo directo, tenemos

o2t2 = SWGBCt—?)a(l—I—w)’
3
con lo que vemos
2
3(1+w)

o =

Pregunta: Usar el resultado de la pregunta anterior para escribir una ecuacién para
H(t) = % y estimar la edad del universo solo lleno de polvo para el valor actual de la
constante de Hubble que viene dada por HLO ~ 13 x 10%afios. Repetir el calculo para
un universo que sbélo contiene radiacion.

Solucién: Tenemos
alt) = C- 450, —  H({)= L,
Por lo que la edad viene dada por
ty =
Para polvo w = 0 y entonces tenemos
M ~ 8.6 x 10%afios.
Para radiacion, w = %, dando

tradiacion o 6 5 5 10%iios.
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Pregunta: Consideremos un universo lleno de un solo tipo de materia caracterizado
por una ecuaciéon de estado lineal con constante w. jPara qué valores de ésta se acelera
la expansién del universo?

Solucién: tenemos

0= (5m) G 1)+

Un universo en expansion significa a(t) > 0 (o, de forma equivalente, C' > 0), y asi el punto
de inflexion para la expansion acelerada es la condicion

2 1
- 1 = 0 = — .
3(1+ w) Y773

Por lo tanto, obtenemos una expansion acelerada para w < —% y expansion desacelerada para
w>—3.

26.23 Diagramas

26.23.1 Diagrama de Penrose De Un Universo Lleno De Radiaciéon

Pregunta: Hallar una ecuacién diferencial para las geodésicas radiales nulas en un
universo espacialmente plano FRW (Friedmann, Robertson-Walker) lleno de radiacion,
utilizando el grafico (¢,r,1, ¢)visto en las clases. Escribir explicitamente el rango
preciso de las variables del grafico.

Solucién: Un universo FRW espacialmente plano tiene x = 0 y una métrica con compo-
nentes

-1 0 0 0
I U )) 0 0
gab(ta T, 197 QD) - 0 0 (12 (t)r2 0 ’
0 0 0 a(t)r? sin? v b
en la carta dada. Si consideramos un universo lleno de radiacién, tenemos w = —%, y del
dltimo tutorial tenemos
a(t) = C - t1/2,

Las geodésicas radialmente nulas tienen J=0= é, por lo qu nuestro Lagrangiano se expresa
como
0= —*+a?-7?

el cual, sustituyendo en nuestra expresion a(t) y utilizando la regla de la cadena hacia atras,
se obtiene la ecuacion diferencial

dar _ +CVt.
dr
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Hemos visto que en el universo FRW hay un tiempo inicial (el Big Bang), por lo que
nuestra coordenada ¢ debe estar acotada a la baja. Podemos elegir parametrizarla de forma
que t = 0 sea el valor del Big Bang, lo que nos da los rangos de coordenadas

te€(0,00),  re€(0,00), Ve 0,m), v ¢e(0,2n),

donde el punto 0 es sacado del rango de t’s ya que no es realmente un punto en nuestro
espaciotiempo (es una singularidad).

Pregunta: Determinar la coordenada-t de una geodésica en funciéon de la coordenada
r. Dibujar algunas de las geodésicas nulas en el gréafico subyacente.

Solucién:Resolviendo la ecuaciéon diferencial de la pregunta anterior obtenemos
1 2
te(r) = Z(A +Cr)7,

para alguna constante de integraciéon A. Asi pues, tenemos una serie de curvas cuadréaticas,
desplazadas para diferentes valores de A.

t

r

Los circulos blancos indican que estos puntos no forman parte de nuestro diagrama ya que
t y r no pueden tomar el valor 0. Como estas partes no estéan incluidas, las lineas a cada
lado representan en realidad dos geodésicas separadas, tal como vimos con los dibujos de
Schwarzschild en las clases.

Pregunta: Hallar una carta en la que las geodésicas sean rectas de pendiente con-
stante +1. Determinar el rango de las coordenadas.

Solucién: Podemos reordenar la expresion para t4 en funcion de r para dar

2 A 2 A

Si entonces definimos
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obtenemos
r==+t, — B, r=Ft_+ B,

donde B = %. Todos estos graficos son simplemente lineas de pendiente constante =+1.
Pensando un poco, esta claro que podemos considerar o bien ¢4 o bien ¢_ y obtener los otros
resultados utilizando diferentes valores de B. Asi que escribiremos simplemente

ry =+t — B.
Los rangos son

te(0,00), re(0,00), Ve(0,m), y ¢ec(0,2m),

Pregunta: Elegir las llamadas coordenadas nulas u y v en las que las geodésicas nulas
de pendiente positiva son paralelas al eje u y las de pendiente negativa son paralelas
al eje v. Determinar el rango de las coordenadas.

Solucion: Definimos

Il
|

|
el

u:i=1t+r, y v

y SUS rangos son
u € (0,00), y v € (—00,00).

Tenemos entonces las condiciones u +v =2t > 0y u —v = 27 > 0, por lo que necesitamos
excluir las regiones u < 0, v+u < 0y u—v < 0 de nuestro diagrama. Por lo tanto obtenemos

T A

L

donde la zona sombreada es la tinica que consideramos.

Las lineas azules son las geodésicas en este grafico. Notese que al ir a este grafico pode-
mos compactar sin arruinar la naturaleza de 90 grados de la estructura del cono. Esta es
exactamente la razén por la que se incluye este paso, y es lo que se refiere Observacion 23.1.1.

Pregunta: Compactar, es decir, reescalar a rangos finitos, cada una de las dos co-
ordenadas nulas mediante una transformacion adecuada. Determinar el rango de las
coordenadas.

Solucién: Definimos

p := arctan(u), y q := arctan(v),
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que tiene los rangos
peE (0777/2)7 y qc (_77-/2771-/2)'

Nuestras otras condiciones de rango siguen siendo validas, a saber p+¢ >0y p—q > 0.
Nuestro grafico tiene el mismo aspecto que en la pregunta anterior, salvo que ahora el
borde derecho esta acotado en el valor p = 7/2.

Pregunta: Por transformacién final, recuperar la nocién de coordenadas temporales
y radiales. Determinar los rangos de dichas coordenadas. Dibujar el diagrama de
Penrose-Carter.

Solucién: Definimos
T:=p+yq, y R:i=p-—gq,

Cuyos rangos son
T € (0,7), y R e (0,m).

Tenemos la restriccion adicional T+ R = 2U < 7, por lo que nuestro diagrama Penrose-Carter
se ve como

Hemos utilizado la linea en forma de serpiente para indicar la singularidad del Big Bang, y
una linea discontinua en el lado izquierdo para recordarnos que no hay nada incorrecto aqui
(es decir, las lineas que se desvian hacia la izquierda simplemente vuelven a formar la linea
discontinua — piensen en girar el diagrama reintegrando ¢).

26.24 Teoria de la Perturbacion

Aparecera mas tarde.
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